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Prefacio 


El presento libro de «Problemas y ejercicios de análisis matemá- 
tico» se destina a los alumnos de ingeniería que estudian el análisis 
matemático, de acuerdo con los programas correspondientes, en es- 
cuelas técnicas superiores. 

Contiene diversos ejercicios que en su mayor parte tienen por 
objeto controlar y profundizar el nivel de conocimientos quo hayan 
adquirido los alumnos en el análisis matemático. En el manual no 
se dan explicaciones teóricas ni fórmulas. Se estima que el lector las 
encontrará en cualquier manual de análisis matemático. Para un 
conjunto de problemas y ejercicios análogos por su contenido se dan 
indicaciones instructivas, comunes para ellos. 

Los problemas y ejercicios para cuya solución es necesario cono- 
cer las leyes de física van precedidos de la correspondiente informa- 
ción. En los más difíciles (señalados por un asterisco {*]) se dan suge- 
rencias para su solución, que aparecen en la parte de «Respuestas a 
los ejercicios». 

Esta es la traducción al español de una de las últimas variantes 
del manual escrito por los siguientes autores: 


T. G. Aramanóvich, G. N. Berman, A. F. Bermant, 
В. A. Kordemski, В. I. Pozoiski, M. С. Shestopal, 


B. A. Kordemski 
11 de septiembre de 1976 
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Capítulo I 


Función 


$ 1. Nociones elementales sobre 
la función 


Funciones y formas de su ezpresión 


1. La suma de los ángulos interiores de un polígono convexo 
plano es función del número de sus lados, Expresar analíticamente 
esta función. ¿Qué valores puede tomar el argumento? 

2. La función y de z está dada en la siguiente tabla: 


Variable indepondiento т 
Función y... ++ 2 


Variable independiente 2 
Función y... ae > 


Construir su gráfica, uniendo los puntos con una línea «suave». 
Siguiendo la gráfica y determinando los valores de la función para 
ж = 2,5; 3,5; 4,5; 5,5; 6,5; 7,5; 8,5; 9,5, hacer la tabla «más com- 
pleta». 

3. La función viene expresada por la gráfica representada en la 
fig. 1. Pasar el dibujo al papel milimetrado, elegir la escala y unos 


y 


ю Сар. 1. Fonción 


cuantos valores de la variable independiente. Después de leer en el 
dibujo los valores de la función, correspondientes а los valores ele- 
gidos de la variable independiente; formar la tabla de dichos valores, 
4. La función viene dada por la gráfica representada en la fig. 2. 
Ateniéndose a la gráfica contestar a las siguientes preguntas: 


f^ 
A 


Fig. 2 


a) ¿Qué valores de la variable independiente hacen que la función 
se anule? 

» ¿Cuáles deben ser los valores de Ја variable independiente para 
que la función sea positiva? 

c) ¿Cuáles deben ser los valores de la variable independiente para 
que la función sea nagátiva? 

5. La fórmula de la ley de Coulomb expresa la relación de depen- 
dencia que existo entre la fuerza F de interacción de dos cargas eléc- 
tricas e, y es, por una parte, y Ja distancia r que media entre ellas, 
por otra: 


2 
p.f 
Poniendo e, == e, = 1 y s = 4 formar la tabla de los valores de la 
función dada para г = 1, 2, 3, . . ., 10 y construir su gráfica uniendo 
los puntos con una línea «suave». 

6. Escribir la función que exprese la dependencia entre el radio r 
de un cilindro y su altura A siendo el volumen dado V = 1. Calcular 
los valores de г, teniendo A los siguientes valores: 0,5; 1; 1,5; 2; 
2,5; 8; 3,5; 4; 4,5; 5. Construir la grática de la función. 

7. Expresar el área de un trapecio isósceles de bases а y b como 
función del ángulo æ de base a. Construir la gráfica de la función 
para а = 2, b — 4. 

8. Expresar la dependencia entre Ia longitud b de un cateto de un 
triángulo rectángulo y la longitud a de otro cateto, siendo la hipo- 
tenusa constante e igual a c = 5. Construir la gráfica de esta función. 
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9: Dadas las „подолані 

A DA Ll. 

talla 10): OO NAVA |; es 
pt); e(2; Ф(—2); p(4). ¿Existen f(—D, e(— 1? 

10. Dada Ја función f (и) =u? — 4, hallar + (1); f (a); f (a + 1); 
f (a — 1); 2f Qa). 

11. Dadas- las socios F (д) y Ф (2) = 2-2, hallar 
Svi F [uni (3); m —1): F (2.5); F Es 5) y o 0): e (2); p (DD: 
f. Daa 1 аба 909 = taf, hallar бу Ds Ф (4; 
p (а); (~e). 

13. p) = 8 + i diner Ф (&) y lo (DIP. 

14. F (д) = а — 2a F 5. Demostrar que E (а) = Е (—a). 
zi Demostrar que ¡D (—z) = — O (2). 

16. 0 = 284-25-54. Demonstrar qué naar (a) 


17. f (0) = sen z — cos z. Demostrar que f (1) > 
18. ар (2) = lg z. Demostrar que y (2) + Y (2 + 1): = plz (e + 


19. F (2) = a. 1) Demostrar que para cualquier valor de z es 
válida la siguiente relación 
F (—2-F (2) — 1 = 6. 
2) Demostrar que 
F (2)-F (y) = Е (z + 0). 
20. Dados la gráfica de la función у = f (æ) y los valores a y 
b de la variable independiente z (véase la fig. 3), construir f (a) 


Fig. 3 


y f (b) en el dibujo. ¿Cuál es la interpretación geométrica de la rela- 
ción 
HOROR 
icc 
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21. Mostrar que si cualquier cuerda de la gráfica de la: función 
у = f (2) está por encima del arco que aquélla subtiende, se verifica 


la desigualdad 
Ldr iey >f ( 1-22 ) 


para todas las z, ¥ z,. 

22. Dada la función f (z) = z* — 2z + 3, hallar todas las raíces 
de la ecuación а) f (z) = f (0); b) f (2) = f (—1). 

23. Dada la función f (z) = 222 — 5z? — 23z, hallar todas las 
raíces de la ecuación f (2) = f (—2). 

24. Dada la función f (2), hallar por lo menos una raíz de la ecua- 
ción } (2) = f (a). $ 

25. Señalar dos raíces de la ecuación f (z) = f (25) y si es sabido 


que la función f (z) está definida en el intervalo [—5, 5], Hallar 
todas las raíces de la ecuación dada siendo f (х) = 2° — 12z + 3. 
26. Р (z) = z* + 6; q (z) = öz. Hallar todas las raíces de la 
ecuación F (2) = | ẹ (2) |. 
27. f(z) =x + 1; Ф (z) = z — 2. Resolver la ecuación 


1/@ + Ф (2) 1 = if (2) 1+ |o (a) |. 


28. Hallar los valores de a y b en la expresión de la función f (z) = 
= az? -- Ва + 5 para los cuales sea válida la identidad f ( + 1) 
— f (z) =a 8z + 3. E 

29. Sea f (z) = a-ces (bz + c). ¿Cuáles deben ser los valores do las 
constantes a, b y с para que se cumpla la identidad f (z - 1) — 
— f (8) = sen 2? 


Funciones compuestas 


30. y z = т + 4. Expresar y como función de z. 

31. y = V2 1, z = tg? z. Expresar y como función de z. 

32. у = 2, 2 = }/ zd 1, z = al. Expresar y como función de t. 

33, y sena; v = lg y; и = V TF VÀ. Expresar и como fun- 
ción de z. 

34. y = 1 + z; z = cos y; v = Y 1 — zi, Expresar v como fun- 
ción de z. 

35. Presentar en forma de cadenas formadas а base de las prin- 
cipales funciones elementales las siguientes funciones compuestas: 

1) y = sen? z; 2) y — (1+ 3) y = lg tg z; 

4) y = sen? (2z 4 4); 5) y = FP, 

36. f(z) = 22 — z; q (z) = sen 2z. Hallar: 


2S[e(3)]: Dora 7710 
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2 fis e AFE 0 EHO: 

а). 
$7. Demostrar que es válida la siguiente forma de construir la 
gráfica de la función compuesta y = f (e (z)] = F (z), valiéndose 
de las gráficas conocidas- de las funciones componentes: у = f e» 
у Ф (2). Del püntó А de la gráfica de la función y (z) (véase la 
fig. 4), el cual corresponde al valor dado de la variable independiente 


т, se traza una recta paralela al eje Oz hasta que se corte en el punto В 
con la bisectriz de los ángulos coordenados primero y tercero. Del 
punto B se traza una recta paralela al eje Oy hásta que se corte con 
la gráfica de la función f (z) en el punto C. Si del punto C se traza 
una recta paralela al eje Oz, el puntó.D de su intersección con la 
recta NN será el de la gráfica de la función F (2) correspondiente al 
valor tomado de =. 


Funciones implicitas 


38. Escribir en forma explícita la función y dada en forma im- 
plícita mediante la siguiente ecuaciói 

афр 2 چ‎ 4; 

з) афи; 4) zy = С; 5) 29 = 5; 

6) lex + lg (y +1) = 4; 7) 2+ (22 — 2) =? + 7; 

8) (x z) cos y — 2° = Ô. 

30%. Mostrar que para 2220 la ecuación y+ |у —z — 
— | | = 0 determina la función cuya gráfica será la bisectriz del 
primer ángulo coordenado, mientras que para z< 0 son las coor- 
denadas de todos los puntos del tercer ángulo coordenado (incluidos 
sus puntos frontera) las que satisfacen a la ecuación dada. 
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$ 2. Propiedades más elementales: 
de las: funciones 


1, к: 
Dominio de definición de la función 

40. Formar J tabla de-los valores do: la función de argumento 
entero y = de рага 1<1<0 ` i 

41. El valor de la fünción de argumento entero и = q (n) es 
igual a la cantidad de námeros primos no mayores que n. Formar 
la tabla de los valores de x para 1 «cà < 20. Я 

42. El valor de la ¡función de argumento entero u = f (n) es 
igual al número de divisores eñteros del argumento distintos de 4 
у de la misma n. Formar la tabla de los valores de и para 1 < 
X n« 20. ba ES 

43. La figura 5 presenta una «barra» formada por tres segmentos 
cuyas longitudes son iguales af; 2; 4 unidad de longitud, y el peso 


Fig. 5 


es igual a 2; 3; 1 unidades de peso, respectivamente. El peso del 
segmento AM cuya longitud es igual a z, es función de т. ¿Para qué 
valores de = está definida esta función? Presentar su forma analítica 
y construir su gráfica. 

44. Una torre tiene la siguiente forma: Un tono circular recto 
truncado cuyos radios de base son 2R (inferior) y R (superior) y 
cuya altura es R, sostiene un cilindro de radio А y de altura 2R. 
Este último sostiene, a su vez, una semiesfera de radio R. Expresar 
el área S'de la:sccción transversal de:la torre como función:de la 
distancia z que media entre la sección y la base inferior del cono; 
Construir la gráfica de la función 5 = f (2). S 

45. Una esfora de radio R lleva inscrito un cilindro. Hallar la 
dependencia funcional entro el volumen V del cilindro y su altura =. 
Indicar el dominio de. definición de esta función. ~ 

46. Una esfera de radio R lleva inscrito un cono recto. Hallar Ја 
dependencia funcional entre el área de la superficie lateral... del 
cono y su genoratriz т. Indicar el dominio de definición de esta fun- 
ción. : a : » 

En los ejercicios 47—48 hallar los dominios de definición. de. las 
funciones -que se indica " 
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47. 4) у=1—162; 2) у= Mg (z-- 3); 3) y Y 5-22; 
4) PE (р>®; Es v=35;0) у=: 


pom + ; Û yc1— Y TTR; 


10) ر‎ ; 1a) y-yz-—á4zr3; 
1) у= :ر‎ 13) y= arcsen +; 


14) y =aresen (z— 2); 15) -y = arecos (1 — 22); 
16) y=arecos Ê; 17) у= arcson V Zz; 
18) y- 12|: 19) y= 
20 yey (22); 
22) y=lgsenz; 23) y= arccos 
24) y=logx2. 


1 
121—: 


күш? 


48. 9 = qq +V FF: 2) y= V 8—z-arcien ag; 


z 


3) y= arcsen 53 — Ig (4—2); 


4) y= Y E+ Y za e 2-3) 
5) y- Y z—14-2Y 1-2 V FF; 
6) y= gir + )وا‎ 

1) y= lg sen (z—3)-- V 16 — z; 

8) ye V senz-- Y 16—25 
Yi 

10) e A 


VA V yrs 


12) y VIA vx 


wr з >. 
43) y=(24240% 14) y= lg (Vz-44V8=2); 
45) y lg 4 — lg (*—52+16)1. 
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49. ¿Son idénticas las funciones 
1 


110=% ر‎ omM=1,210=É y ot) 


3)f()-z y e(2—V25 4) f(z)-lgz y (2= 21g? 
50. Pensar un ejemplo de la función dada en forma analítica: 


S1. Bailar lcs dominios de definición de Jas ramas wnívocas de la 
función y = q (z) dada mediante la ecuación: 
1) y — 1 + log, (z — 1) = 0; 2) y — 220° + 2 — z = 0. 


Características del comportamiento de funciones 


52. f (s) =¡ Ez; indicar ol dominio de definición de la función 


f (2) y mostrar que dicha función es no negativa. 
53. Hallar los intervalos de signos constantes y las raíces de la 


9 


54. ¿Qué ашина In) qus po, фай а oubtidoación so Бн, 
impares y quó funciones no son pares ni impares? 
1) y = س کے‎ 227; 2) у= z ;ےس‎ 3) y = созт; 6) у = 25 


5) yoz— 5 -- 6) y=senx; 7) = sen z— cosa; 


a 1—5, 9) y=tgz; 10) ye 2 


ы Az 

16) у= 2775; 17) у= юре. 

55. Presentar cada una de las siguientes funciones como suma 
de una función par y otra impar: 

1) у= 224-324 2; 2) у = 1—45 at — 018; 

3) у = sen 2 4- cos + tg z. 

56. Demostrar que./(z) + f (—2) es una función par у que 
7 (®) — f (—x) es una función impar. 

57. Presentor las siguientes funciones como suma de una función 
par y otra impar: 

10) y =a"; 2) y = (1 + 2)!? (véase el ejercicio 56). 
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58. Demostrar. que el producto de dos funciones pares es una 
función par, el de dos impares es una función par y el de una par y 
otra impar es una impar. 

59. ¿QuéTunciones de las que sé dan a continuación son periódicas? 

1) у —sen*z; 2) у = sen 2% 3) у = z-cosz; 

4yy-snii5 yoi-tgz Û) y =5; 

Tyy2l 8) y-z—limd ^ 
(La función [д] se define así: sí ж es un número entero, entonces 
[ш] = z. Si z no es múmeto entero, [z] es igual al número entero má- 
ximo'menor que z: Así, se tiene [2] = 2; (3, 25] = 3; [—1,37] = 

+60. Construir la gráfica do una función poriódión tal que su perío- 


do sea T == 1 y que en su intervalo semiabierto [0, 1) sea dada me- 
diante la fórmula: 


4) y = а; 2) y = a, 

61. Indicar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los 
intervalos en que las funciones son constantes 

1) y = fa |; 2) y = |z | = z. 

62. Indicar los valores máximo y mínimo de las funciones 

1) y = sen? a; 2) y = cos a; 3) y = 1 — sen z; 4) y = 2° 

63. Mediante la adición de gráficas construir la gráfica 
función y = f (ж) + Ф (2): 

1) para las gráficas presentadas en la fig. 6; 

2) para las gráficas presentadas en la fig. 7. 


y 


dé la 


up) 
4 yf) 


Fig. 6 Fig. 7 


64. Conociendo la gráfica de la función y = f (2) construir Ја 
gráfica de la función: 


Du =I 9 y =F01(01+1(k 
Зу = 07091-70). 
2-0178 
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$ 3. Funciones más simples 


Función lineal 


65. Sean la intensidad de corriento Г = 0,8 A y la tensión E = 
= 2,4 V, Aplicando la ley de Ohm, expresar analíticamente la de- 
pendencia entre la intensidad de corriente y la-tensión. Construir 
la gráfica de la función hallada. 

66. Un vaso de forma cualquiera contiene un líquido, A la pro- 
fundidad В = 25,3 cm la presión del líquido es p = 18,4 gí/cm*. 

a) Formar la función que exprese la dependencia entre la presión 
y la profundidad; 

b) determinar la presión a la profundidad de В == 14,5 em; 

c) ¿a qué profundidad la prosión resultará igual a 26,5 gf/cm?? 

67. Un cuerpo efectúa movimiento rectilíneo bajo la acción de 
la fuerza F..Partiendo do la ley de Newton escribir la función que 
exprese la dopendencia entre la fuerza F y la aceleración ш, si se 
sabe que cuando el cuerpo se mueve experimentando una acelera- 
ción de 12 m/s?, en su trayecto s = 15 m se realiza un trabajoigual 
а А == 32 julios. 

68. Determinar la función lineal y = ат--Ъ valiéndose de 
los siguientes datos: 


1) z|v 2) = |у 3) z |у 
0|4 2 |43 2,5|7,2 
3|6 —1,6/0 3,216,8 

69. Ciorta cantidad de gas ocupó el volumen de 107 cm? ala tem- 
peratura 20° C; para una temperatura igual a 40° C el volumen llegó 
а sor igual a 114 cm?. 

a) Aplicando la ley de Gay-Lussac formar la función que exprese 
la dependencia entre el volumen V del gas y la temperatura t. 

b). ¿Cuál sería: el volumen a 0? C? > 

70.“Al comenzar un punto su movimiento uniforme à lo largo 
do una recta, al cabo de 12 s alcanza un punto que dista -+32,7 cm. 
de un cierto punto de dicha recta, mientras que al cabo йе 20 s la 
distancia llegó а ser igual a +43,4 cm. Expresar la distancia s como 
función del tiempo f. 

71. En un citcuito la tensión va disminuyendo" uniformemente 
(de acuerdo con Ja ley lineal). Al comienzo-del experimento laten- 
sión era igual'a 12 V y al final del mismo experimento; que duró 
8 s, la tensión descendió hasta 6,4 V. Expresar la tensión V como 
función del tiempo ? y construir la gráfica de esta función. 

72. Hallar el incremento de la función lineal y = 2z — 7 al 
pasar la variable independiente z del válorz, = З al dez, = 6. 
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73; Hallar el incremento de la función lineal y = —3z +1, 
correspondiente al incremento de la variable independiente Az = 2. 
-„ 1% La función y = 2,52 --4 tuvo el incremento Ay = 10. 
Hallar el incremento del argumento. 


75. Dados la función y Ig y el valor inicial de la variable 
independiente z, = а — b, hallar el valor finito z, de-la variable 


independiente z para el cual el argumento Ay — LT 


76. La función q (2) viene dada así: q (2) =£ 24-2 para —es < 
252; (2) =5—z para 2<x< +00. Hallar, analítica 
y gráficamento, las raíces de la ecuación q (z) = 2 — 4. 

77. Construir Ja gráfica de la función: 

Du-iz-cil-iz—ib2 y-lz4il—1z—if 

Syelz—3|—2|z +11 42]z|—z +1 

78*. ¿Para qué valores de z es válida la desigualdad 


ПЕС) +0()1<11(01+100 1 


si f (x) —z—3yq()-4—zao 
79. ¿Para qué valores de z es válida la desigualdad 


Ра) е (0) 12 17) 1 lol, 


si f (z) = z y q (2) = т — 2? 
: 80. La función f (2) está definida así; en cada uno de los inter- 
valos nz <n +1, dondo п es un número entero positivo, ў (2) 


varía linealmente, siendo f (n) = —1, 1(®+{)=о. Construir la: 
gráfica de esta función. 


Función cuadrática 


81. Construir la gráfica o indicar los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función: 


у раб 2) yr) yal ye tar 


5) y =a جس‎ --4; 6) y=2—2% 7) у= |= аа | 
8) y = 24% +3,,9) у = 2: — 6z +4; 10) y = —3zt 4- 0r — 1; 
— 3e L6r—1[ 12 у= |е 
82. Escribir en forma analítica la función unívoca definida en 
el intervalo (—co, 6], si so sabe que su gráfica consta de los puntos 
del eje Oz cuyas abscisas son menores que —3, de los "puntos de la 
parábola que es simétrica respecto al eje Oy y que pasa рог los 
puñtos A (—3, 0), B (0, 5), y de los puntos del segmento CD cuyos 
extremos son С (3, 0) y D (6, 2). 


2e 
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83. Hallar el-valor máximo de la función: 
14) y = —22 +21; 2 y = a 3z +2 

22% Lar — dh 5) y = atz — Ha, 
ión: 

1) y —z* +4 —2,2)y = 24% — 1,5х +0,6; 3) y = 

= 1 — 3r +82, 

4) y = ax? --а%, 5) y = (az +b) (ах — 2b). 

85. Presentar el número a como suma de dos sumandos tales que 
su producto sea el mayor posible. 

86. Presentar el número a como suma de dos números tales que 
Ja suma de sus cuadrados sea la menor posible. 

87. Se debe levantar una valla de madera al lado de un muro de 
piedra para cercar un terreno réctangular. La longitud total de dicha 
valla es igual a 8 m. ¿Cuál debe ser la longitud de la parte de pared 
paralela al muro para que la valla abarque la mayor área posible? 

' 88. La suma de los lados de un ángulo dado de un triángulo es 
igual a 100 cm. ¿Cuánto deben medir los lados para que el área del 
нис sea la mayor posible? 

89. ¿Guál de los cilindros cuyo perímetro dado de la sección axial 
es igual a Р == 100 cm tiene la mayor área lateral? 

$0. ¿Cuál de los conos cuyo perímetro de la sección axial es igual 

a P, tiene la mayor área lateral? 
91. Considereraos un sólido cuya forma es la de un cilindro circu- 
lar recto y que tiene colocado encima do él un cono (de la misma 
base). El ángulo del vértice del cono es igual а 60°. El perímetro de 
la sección axial es igual a 100 cm. ¿Cuál debe ser el radio del cilindro 
para quo su superficie lateral sea la mayor posible? 

92. Un triángulo isósceles de base a y altura h lleva inscrito un 
rectángulo de la manera representada en la fig. 8, ¿Cuál debe ser la 
altura del rectángulo para que su superficie sea la mayor posible? 


Fig. 8 


93. Un cono recto dado lleva inscrito un cilindro de manera: que 
Tos planos y los centros de las bases circulares del cilindro y del cono 
coinciden. ¿Cuál debe ser la relación de los radios de las bases del 
cilindro y dol cono para que la superficie lateral del cilindro sea Ja 
mayor posible? 
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94; Sea dado ün cono:recto circular cuyo radio de base es igual 
а R y su altura, H. bleva inscrito un cilindro do manera quo los 
р!айов у los-centros de las bases circulares del cono y del cilindro 
coinciden. zCuál debe ser el radio del cilindro para que la superficie 
total del mismo sea la mayor posible? Considerar los casos H > 2R 


H <R. E 

95. ¿Cuál debe ser'el radio de un círculo para que el sector cuyo 
perímetro es igual а un número dado P tenga la mayor superficie 
posible? 

96. Una ventana de forma rectangular está rematada en la parte 
superior por un triángulo equilátero. El perímetro de la ventana es 
igual a Р. ¿Cuál debe ser la base a del rectángulo para quo la ventana 
tenga la mayor superficie posible? 

97. Una ventana de forma rectangular está rematada en la parte 
superior por un semicírculo. ¿Cuál debe ser la base del rectángulo 
para que la ventana tenga la mayor superficie siendo el perímetro 
igual a 2 m? 

98. De un: cartón. de forma rectangular de dimensiones 30 x 
X 50 cm? se deben cortar cuadrados de manera que doblando la hoja 
a lo largo de las líneas punteadas (véasé la fig. 9) se obtenga una 


5 


Fig. 9 Fig. 10 


caja de superficie lateral máxima. Hallar el lado de los cuadrados 
cortados. 

99. Es necesario fabricar un modelo del paralelepípedo recto dé 
base cuadrada con un alambre que mide 120 сїй. ¿Cuánto debe medir 
là cara de la base para que la superficie total del paralelepípedo sea 
la mayor posible? 

100. So debe cortar un alambre de longitud a en dos partes. Una 
parte estará destinada para hacer un cuadrado, la otra, para un tri- 
ángulo equilátero. ¿De qué manera debe ser cortado-el alambre para 
que la suma de las áreas de las figuras obtenidas sea là menor posible? 

101. En la recta y = z hallar un punto tal que la suma de los 
cuadrados de la distancia que media entre éste y los puntos (—a, 0), 
(a, 0 y É , b) sea 1а menor posible. 

102. En la recta у = z +2 hallar ùn punto tal que la suma de 
los cuadrados de la distancia que media éntre éste y las rectas 3z — 
— 4y +8 = 0 y 3z — y — 1 = sea la menor posible. 
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103. La corriente eléctrica J se distribuye por dos ramas do resis- 
tencias г, yr, (véase la fig. 10). Mostrar que las pérdidas menores de 
la energía necesaria para calentar el conductor en la unidad de tiem- 
po corresponden a una distribución de las cortientes inversamente 
proporcional a las resistencias de Jas ramas: (Partir de la ley: la 
cantidad de calor desprendida es Q = 0,24 J*Rt.) 

104. Trazar la parábola y — z* y, valiéndose de ella, resolver grá- 
-ficamento las siguientes ecuaciones: 

а — т — 2,25 == 0; 2) 22 — 3л — 5 = 0; 3) 3,10? — 
— fár +58 = 0; 
4) 422 — 121 +9 = 0; 5) 3? — 8z +7 = 0. 


105. La fonción q (z) viene dada así: q (z) =- z— 7 para —00< 


<1< 1%; o(a) =1 +2 para cz < +00. Analática y grá- 
ficamento hallar todas las raíces rosles de la ecuación [9 (1% = 
- 425, 
106. Señalar el dominio de definición de la función 
y = lg (a2? +z +0). 

107. Hallar f (= +4), dada la función f (z — 1) = 24? — З= +1 

y Arpe 
108*, Mostrar que la función f (х) = 


ЗЕЕ toma cualquier 
valor real si 0 «cesi. 


Función. homográfica 


109. Aplicando la ley de Boile y Mariotte, hallar la función que 
exprese la dependencia entre el volumen del gas y la presión a t — 
= const si es sábido que a la presión 760 mm Hg el volumen del 
gas es igual a 2,3 L Dibujar la gráfica de ésta función. 

110. La variable z es inversamente proporcional a y; y es inver- 
samente proporcional а z; z, a su vez, es inversamente proporcional а 
v. ¿Qué dependencia existe entre z-y v?. 

111. La variable x es inversamente proporcional a y; y es:direc 
tamente proporcional a z, z es directamente proporcional au, que 
es a su voz inversamente proporcional a v. ¿Qué dependencia existe 
entre æ y v? = А 

112. Durante la electrólisis la cantidad de sustancia que se des- 
prende en el electrodo es directamente proporcional a la intensidad 
de corriente; ésta es proporcional a la conductibilidad del electrólito, 
esta última es proporcional a la concentración del electrólito. Dada 
cierta cantidad de sustancia, la concentración es inversamente pro- 
porcional al volúmen del solvente. ¿Qué dependencia existe entre la 
cantidad de sustancia desprendida en el electrodo:y.el volumen del 
solvente? 
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113. Construir la gráfica de la función homográfica: 


2) gm ш ® وکر‎ 


z 4—3: 
4) и 9) ودر‎ 


фо 


114. Siguiendo la gráfica hallar los valores máximo y mínimo 
do la función homogrática en el intervalo іпдісайо: 


1) у=, 5); 2) je 1-1 25 
3) у= 17210,4). 


115. Demostrar: 1) si las abscisas de los cuatro puntos М, (21; 
H), Ma (каз ys), Ms (Za, Ya), Ma (Za; ya) de la gráfica de la función 


A 4 т 


Fig. 12 


у= (véase la fig. 11) so hallan en la proporción ==, los tra- 


pecios rectilineos M,M,N¿N, y МММ, son. equivalentes; 
2) si los puntos M, y M; pertenecen a 1а gráfica de la función 


у= (а fig. 12), las áreas de las figuras 4,M,M,A, y B,M,M,B, 
son equivalentes entre sí. 


116. Construir la gráfica de la función y = E. mediante 1a , 
adición gráfica. 
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$ 4. Función inversa. 
Funciones potencial, exponencial 
y logarítmica 
Función inversa 
117. Hallar la función inversa a la dada: 
0 yo 2) y=2% 3) у=1—34@у=г-Е1; 
5) у= tie fusis 8) yo EF 
® ye 1055 40) ymi tiet); Н) yog, 


12) yii 48) у= pa H; 14) y2 sen 3z; 


45) yes 1--2sen 2—1; 16) y Aarcsen V 1 — 2. 


Eu 
118. Demostrar que la función inversa a la función homográfica 
у= zt pa (considerando que ad—bcs&0) es también homográfica, 


m. ¿Cuál debe ser la condición para que la función homográfica 
del ejercicio 118 coincida con su inversa? 

120. Mostrar que si f (z) =3/2 — z^, z > 0, se tiene / [f (2) = 
= ж. Hallar la función inversa a la f (z). 

121. ¿Cuál es la característica de la gráfica de la función диче 
а su inversa? 

122. La función y de z viene dada por la ecuación y* — 1 и 
-Flog, (z — 1) = 0. "allar el dominio de definición de la función 
dada y escribir la función inversa a la dada. 

123. La función y de z viene dada mediante la ecuación y* 4- 
‘sen х — y --2 = 0. Hallar la} función inversa a la dada. 


Función. potencial 

124. Construir la grática de Ja función: 

1) у= 0; 2 у= – фа: 3) эе 

4) y= atA; 5) у= —2 22-2: бу y= эй, 
7) icis, 8) y=; 9) у= aèt; 10) узб, 
14) yaa; 102) у= 5228; 13) y 1—VTzT. 


125. Hallar gráficamente los valores aproximados de las raíces 
realos de la ecuación z--3—4 3 2. 
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126*. Dibujar la parábola cúbica y = 22 y utilizarla para. resol- 
ver: gráficamente las: ecuaciones: R 
E 2—4 P —:312 — = 3 — 0; 

3) 12 L aè ع9‎ — 4 = 0; 4) P +30 +65 4 = 0. 

1277 De acuerdo con la condición dada formár la ecuación y resol- 
verla gráficamente: 

4) ¿El cuadrado de qué número es igual al mismo número sumado 
a su valor inverso? 

2) Un globo de madera cuyo radio mide 10 em y cuya densidad 
es igual а 0,8 g/cm?, flota sobre la superficie: del agua. Hallar la 
altura del segmento hundido. . 

3) Un cubo y una pirámide de base cuadrada, ambos de madera, 
pesan juntos 0,8 kgf. La:arista del cubo es igual al lado de la base 
de la pirámide. La altura de la pirámido mide 45 cm. Hallar la arista 
del cubo. El peso específico de la mádera es igual a 0,8 gf/em?. 

128. Sea dada la función y = z^, z — 0. ¿Para qué valores de г 
esta función tiene valores mayores que los de 1а función inversa y 
para qué valores de z tiene valores menores? 


x Funciones exponencial e hiperbólicas 
129. Construir la gráfica de la función: 
1) y=-2; 2) y=2%%; 8) y=3-3%; 


4) y-1—375; 5) у= (3*5 6) ye 277. 
130. Valiéndose de la gráfica de la función у = 2* y sin recurrir 
a otros cálculos, construir la gráfica de la función: 
Ex 


2 i 
4) y 27; 2) y— 5-25 3) yp 27 +1. 


131. La gráfica de la función y = a* es una línea. Mostrar que 
la gráfica de la función y = А-а“ (K> 0) es la misma línea pero 
desplazada paralelamente sl eje de coordenadas. 
5182. Mediante la adición gráfica construir la gráfica de la fun- 

ción: 

Чу у= 22 42; 2) у= 13 A 

133. Resolver gráficamente la ecuación 2* — 2z = 0. 

134. Construir la figura limitada por las líneas y = 2", y = 


Ed yz = 3. Hallar por la gráfica y de manera aproximada las 


coordenadas de los puntos de intersección de las líneas indicadas. 
135. Hallar el mayor valor posible de n para el cual 2* > a^ 
para todas las z > 100 (п es un entero). 
136. Demostrar que y = sh z e y = th z son funciones impares, 
picis y = chz es una función par. ¿Son estas funciones perió- 
icas? 
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137. Demostrar la validez de las siguientes igualdades: 
1) Mz — sh? = 1; 2) ch z shë z = ch 2; . 
3) 2shz-chz = sh 2z; 4) sh (a + P) = sh o-ch f + sh f ch a; 


5) ао B) e eh och f 4 sha-shfi; 6) 1— zo $7; 
7) 1-0 р. 


Función logarítmica 

138. Construir la gráfica de la función: 

4) y= —lógiz; 2) ydg 2; 3) y |26 

4) y logalzl; 5) y=1+18(2+2) 6) y log |t z[; 
Т) у= ae"; 8) y log, 2. 


139. Valiéndose de la gráfica de la función y = lg z, construir la 
gráfica de la función: 


1Du=Fl 2) y=21g (24). 


140. Sea dada la función y = = +12. Mediante la adición 


gráfica construir la gráfica de la función dada y por la gráfica hallar 
el valor mínimo do dicha función en el semiintervalo (0, 2). x 

141. Mostrar que la gráfica de la función y == loga (= +V 254-1) 
es simétrica respecto al origen de coordenadas. Hallar la función 
inversa. T 

142. Demostrar que la ordenada de la gráfica de la función 
y = loga £ es igual а su correspondiente de la gráfica de la función 
y = log,, = multiplicada рог n. 


$ 5. Funciones trigonométricas 
y funciones trigonométricas 
inversas | 

Funciones trigonométricas 


143. Indicar la amplitud yel período de la armónica: 
4) y=sen 3z; 2) y =5cos 2z; 3) у= 4 sen n; 
4) y=2sn 2; 5) yo sen YE; бу уЗ зі E. 
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.' 144. Indicar la amplitud, el: período, la frecuencia y la fase 
inicial de la armónica: 


1) у= 2sen (824-5); 2) у= —cos 


3) у= sen 2r (o— 5): yos ЖЕФ. 
145. Construir la gráfica de la funció: 


4) y= senz; 2) y=1—senz; 3) у= 


— cosz; 


4) y=sen 2z; 5) y sen 5; 6) у= —2sen $ ; 


7) у= с0822; 8) у= 2sen (s— $); 


9) y=2sen (324-52. ; 10) y= d sen (282 — 1,2); 


14) y 24-2 sn (4-2); 12) y=2008 23; 
13) y | sena; 14) у= |cosz|; 15) y —|tgzl; 
16) y=|ctgx); 17) y=secz; 18) у= cosec z. 
cosz para —a&z«0, 
19) y= 4 —— 0<zx<t, 
1 


i 1<7<2. 


146. Los lados de un triángulo miden 1 cm y 2 cm, respectiva- 
mente. Construir la gráfica del área del triángulo como función del 
ángulo z comprendido entre dichos lados. Hallar el dominio de 
definición de esta función, y el valor del argumento z para el cual 
ol área del triángulo sea máxima. 

147. Un punto efectúa movimiento uniforme a lo largo de una 
circunferencia de radio R, con velocidad lineal v em/s, teniendo por 
centro el origen de coordenadas y en el sentido contrario ál de las 
agujas del reloj. En el momento inicial la abscisa de dicho punto 
era a. Formar la ecuación de la oscilación armónica de la abscisa del 
punto. 

148. Un punto efectúa movimiento, uniforme a lo largo de la 
circunferencia z? + у? == 1. En el momento tọ su ordenada era yo, 
en el momento +,, уу. Hallar la dependencia entre la ordenada del 
punto y el tiempo, hallar también el período y la fase inicial de la 
oscilación. 

149. La fig. 13 muestra un mecanismo de manivela, El volante 
°з de radio R, la biela es de longitud a. El volante gira uniformemen- 
te en el sentido de las agujas del reloj dandon vueltas en un segundo. 
En el momento t = 0 en el que la biela y la manivela formaron 
una misma recta (posición del punto muerto), la cruceta (A) ocupó 
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el punto O. Hallar la dependencia entre el desplazamiento z de la 
cruceta (А) y el tiempo t. 


Fig. 43 


150. Mediante la adición gráfica construir la gráfica de la fun- 
ción: 

4) y» senz--cosz; 2) y sen 2nz-]- sen Зиа; 

3) y=2sen 5 -3sen 5 4) y=2+sen z; 


5) ys z—senz; 6) y = — 2* -+ cos z. 

151. Resolver gráficamente la ecuación: 

1) z = 2 sen z; 2) z = tg z; 3) z—cos z = 0; 

4) 4 son = 4 — z; 5) 2-* — cos z. 

152. Hallar el período de la armónica compuesta: 
1) y = 2 sen 3z +3 sen 2z; 2) y = sen t 4- соз 2t; 


3) у= sen sen E; 
4) y=sen (22t4- 5) +2sn (374) +3 зеп бли, 


153. Presentar en forma de una armónica simple: 
1) y =sen z--cos2; 2) y sen z4- 
* 2sen (+3). 

154. Comprobar el siguiente proce- 
dimiento gráfico de la adición de las 
oscilaciones armónicas. Sean, dadas 
las armónicas 

p 2 A, sen (o = + ф,)-у Ay sen (02 Pa). 

á Tracemos los vectores А, y 4, cuyos 

7224 ғ módulos son A, y Ay, respectivámen- 

0 te, formando 165 4501008 q; y фу con 

el eje horizontal (véase la fig. 14). 

Fig. 14 Efectuando. la. adición de. los vecto- 

res. 4; у As, obtendremos el vector 4 

de módulo A inclinado hacia el eje horizontal enun ángulo q. La A y y 
serán la amplitud y la fase inicial de-la suma, respectivamente 


A, sen (oz + qu) + Аз sen (o2 4-45) = А sen (oz +9). 
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155%. Indicar el período йе la función y construir su gráfica: 
1sen 21 


1 2 
1) yasa] sz; 2) ud (Ll), 
156. Hállar el: dominio de definición y explicar el aspecto de la 
gráfica de la función: © 


1) у= вза 2) у= Ута 3) у= Y тшге 


Funciones trigonométricas inversas 

157. Construir-la gráfica de la función: 

М) y=arcetgz; 2) у= 2arcsen 7; 3) y= 1 -arctg 22; 

4) y= S —arecos 22; 5) y=arcsen TÊ. 

158. Un sector ciréular de ángulo central c se arrolla engendran- 
do un cono. Hallar la depondencia entre el ángulo o en el vértice 
de dicho cono y el ángulo а, y construir la gráfica. 

159. Un cuadro de altura a cuelga de la pared de modo inclinado, 
4ormándose un ángulo diedro q entre la pared y el cuadro, Un obser- 
vador que se encuentra frente a la pared, a la distancia }, ve el borde 
inferior del cuadro por encima de la altura de su vista (la diferen: 
es igual a b). Hallar la dependencia entre el ángulo y (formado entre 
la vista del observador y el cuadro) y el ángulo Ф. 

160. Indicar la dependencia entre el ángulo Ф de la vuelta que 
da la manivela (véase el ejercicio 149) y el desplazamiento z de la 
cruceta, 

161. Hallar ol intervalo en que varía z para el cual sea válida 
la identidad: 


1) aresen z--arccos z =; 2) areson V z --arecos / z= 7 
3) arccos V Tz = arcsen z; 4) arccos Y 1 — z= — arcsen z; 
5) arctg z= arcctg. 
1—22 
[p 
9) аге аата = arotg 1355; 

10) arctg z-Farctg 1 = 1 + arotg tE, 


162. Valiéndose de las identidades del ejercicio 161, hallar el 
dominio de definición y construir la gráfica de la función: 


1) y=arccos Y 12%; 2) y=arcsen V 1 — z + arcsen Y z; 
258) y =ar0cos 5: 4) y=arcigz—arcetgh. 


zi 6) arctg 2 =arcctg o — x 


7) arecos 2 arctg a; 8) arccos pm — 2aretg 2; 
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163*. Construir la gráfica de la función y = arcsen (sen т). 
Demostrar que la función indicada es periódica y hallar su período. 

164. Construir la gráfica de la función y = arccos (cos 2). 

165. Construir la gráfica de la función y = arctg (tg 2). 

166. Construir la gráfica de la funció 

4) y = x — arctg (tg 2); 2) y = z — arcsen (sen 2); 

3) y = z arcsen (sen z); 4) y = arccos (cos z) — arcsen (sena). 


$ 6. Problemas de cálculo 


167. Trazar la gráfica de la función у = 22 +21* — 42 +7 en 
el intervalo cerrado [—4, 2] tomando los valores de z con intervalo 
de 0,2. En el eje de ordenadas elegir la escala 20 veces menor que 
la del eje de las abscisas. Hallar los valores máximo y mínimo de Ia 
función en el intervalo cerrado [—3, 2] de acuerdo a la gráfica. ¿En 
qué punto pasa la función del crecimiento al decrecimiento? Hallar 
la raíz de la función en el intervalo cerrado [—4, 2]. La exactitud 
del cálculo debe ser 0,1. 

168. Al estudiar las leyes de dispersión de la metralla (en la 
teoría balística del tiro) os necesario construir la gráfica de la fun- 
ción y =e4004; e x 2,718. Efectuar esta operación para А = 2, 
dando a « los valores desde 0 hasta 90? con intervalo de 5°. El cálcu- 
lo debe ser efectuado con exactitud hasta 0,01. 

169. Sean dados tres puntos: M, (1; 8;) М, (5; 6); M, (9; 3). 
Trazar la parábola y = az* +bx-+c que atraviese estos tres pun- 
tos. Hallar las raíces de la función ат? 4 bz 4-с. La exactitud del 
cálculo debe ser 0,01. 

170. Una lámina de hojalata de 30 x 30 cm? ha de servir para 
fabricar una caja de 1600 сш? do capacidad, recortando de ella cua- 
drados iguales. ¿Cuánto debe medir el lado z de cada cuadrado corta- 
do? La exactitud del cálculo debe ser 0,01. 

171. Comprobar lo siguiente: si en. la ecuación z* + ра? + 
+ qz 4-5 = 0 ponemos z* = y, dicha ecuación será sustituida por 
el sistema 


{ 2=y, 
(y— Y + (2 – 2), . 
P, aw-—Pyre^en-s 


Valiéndose de este procedimiento, tésolver gráficamente la ecua- 
ción i* — 31 — 8z — 29 = 0. La exactitud del cálculo debe 


donde у, = 


ser 0,1. 
172*. Utilizando el procedimiento del ejercicio 171 demostrar Io 
siguiente: al ofectuar un cambio complementario de la variable 
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£ = х' +0, las raíces reales de la ecuación de cuarto grado z* + 
az + br ez +d = 0 pueden ser halladas gráficamente encon- 
trando los puntos, de-intersección de una cierta circunferencia com 
la parábola y = z*. 

Valiéndose de este procedimiento resolver gráficamente la ecua- 
ción zt -- 1,24% — 224% — 39x +31 = 0. La exactitud del cálcu- 
lo debe ser 0,1. 

173. Hallar gráficamente las raíces do la ecuación е“ sen = = 1, 
e 222,718, comprendidas entre 0 y 10. Indicar la fórmula general 
aproximada para los valores de las raíces restantes. La exactitud 
del cálculo ha de ser 0,01. 

174. Resolver gráficamente el sistema: 


= фу = 105 161+у:4. 


La exactitud del cáleulo ha de ser 0,01. 

175. Construir la gráfica de la función (en el sistema de coorde- 
падзе тоат) para los valores del ángulo polar ф con el paso igual 
ал Je 

1) p = аф (espiral de Arquímedes); 2) p = айр (espiral hiporbó- 
lica) 3) р = e% (e 2,718) (espiral logarítmica); ^ р = а sen 3p 
(rosa de tres pétalos); 5) р = а соз 2q (rosa de dos pétalos); 
6) p = а (1 — cosp) (cardioide). 

Efectuar los cálculos con exactitud hasta 0,01. Conviene elegir 
cualquier constante a > 0. 


= So admite aquí que si о (4) < 0, en el correspondiente rayo no oxiste el, 
puhto de la gráfica, 


Capítulo II 


Límite. Continuidad 


$ 1. Definiciones principales 


Funciones de argumento entero 


176. La función de arguménto entero toma los valores 
uy =0,9 us = 0,99; us = 0,999;...,. Un = 0,999 


¿A qué es igual lim un? ¿Qué valor debe tener n para que el valor 
pem А 


absoluto de la diferencia entre u, y su límite no sea mayor que 0,0001? 
177. La función un toma los valores 


1 
Lis HE 


Hallar lm up. ¿Qué valor debe tener n para que la diferencia 


ше ше: ej; 


entre и, y Su límite sea menor que un número dado positivo e? 
178. Demostrar que u, = 2—1 tiende a 1, al crecer n en forma 


limitada. ¿A partir de qué valor de n el valor absoluto de la diferen- 
«cia entre U, y 1 no es mayor que 10-*? 
179. La función v, toma los valores 
oz "3 
pu nei; з= 


Hallar lím v,. ¿Cuál debe ser el valor de n para que el valor abso- 


Into de la diferencia entre v, y su límite no sea mayor quo 0,001? 
¿Toma la función v, el valor de su propio límite? 


180. El término general ш, de la sucesión =$, u— 5, 
ш щат, si n es un número 
EE 


impar, y Aj si п es un número par. 


tiene Ја forma Z, 
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Hallar lim ил. ¿Cuál debe ser el valor de n para que la diferencia 


entre un y el valor absoluto de su límite no sea mayor que 10-5; que 
un námero dado positivo e? 


181. Demostrar que la sucesión ш = FEE , al crecer m infi- 
nitaiüente, tiende al límite igual a £ creciendo de módo monótono, 


ФА partir de qué valor dé ñ, 14 magnitud Í—u, no es mayor que 
un número dado positivo е? 
уша 


182. Domostrar que и, = tiene por límite 1, al crecer n 
infinitamente. ¿A partir de qué valor de-n Ја magnitud И] 
no es mayor que un nümero dado positivo c? 


¿Qué carácter tiene la variable u,? ¿Es creciente o decreciente? 
183. La función v, toma los valores de coeficientes binomiales: 


a=m а 0, yy аа 


о AA EA 


12-3 


donde т es un entero positivo. Hallar lim vas 


184. Demostrar que la sucesión un = 1 -+ (—1)" no tiene límite 
cuando n crece infinitamente. 


185. Demostrar que al.crecer п infinitamente la sucesión и, = 
$ по tiene límite, y la sucesión v, =2 EC. «f 10 
Чепо. ¿A qué es igual éste? 

186. ¿Tiene límite la signiente sucesión: 


am 


пл а vi 
1) u, =n sen; 2) и. == (n> 1) 
187. Demostrar el teorema: si las ER m 
Jr p ан, =, МЕн E natant Lol COMA E 


SIÓN Un, Dy. lay Va иһ, Un, . . . tiende al mismo límite. 

188. Demostrar el teorema: si la sucesión и, ма, .. ., 
tiende al límite a, cualquier subsucesión suya (por dio. m 
Us us... .) tiende al mismo límite. 


189. La sucesión ш, Us, ..., Un, ... tione por límite а s&0. 
D 
Demostrar que im Lo 
te si a = 0? (Citar ejemplos.) 
30176 


. ¿Qué se puede decir sobre este limi- 
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Funciones de argumento. continuo 


190, Sea y = 22. Cuando z —2, y — 4. ¿Cuál debe ser el valor 
de B paa que 12 —21<8 dé por resultado |y — 4 |< e = 


191. Sea y= SE. Para 7-2, tenemos y>2, ¿Cuál debe 
ser el valor de Ô para que |z—2|<6 dé por resultado 
| 3соу 
|> 

192. Sea =: Para z—-3 tenemos: +. ¿Cuál debo 
ser el valor do ô para que |z— 3| «5 dé por resultado ЕЕ 


193. Demostrar que sen z tiende а la unidad si z— 1/2. ¿Qué 
condiciones debe satisfacer z еп el entorno del punto z = л/2 para 
que se verifique la desigualdad 1 — sen = < 0,01? 


194. Si z crece infinitamente, la función y zr tiende a cero: 
0. ¿Cuál debe ser el valor de N рага que |z| >N dé 


Mm d 
iue AFI 
por resultado у < e? 

195. Si z-eco, y= py. ¿Cuál dele ser ol valor do N 


para quo | z| >N dé por resultado |y—1|« e? 


$ 2. Magnitudes infinitas. 
Criterios de existencia del límite 
Magnitudes infinitas 
196. La función 1, toma los valores 
m=, u =5, 4=7 o us m Pn pl 
Demostrar que и, es una magnitud infinitamente grande «cuándó* 


п 5 оо. ¿A partir de qué valor de п la magnitud u, se hace mayo; 


que №? | 
197. Demostrar qué el término general u, de cualquier progresión 
aritmética es una magnitud infinitamente grande cuando n — оо. 
(¿Cuándo es positiva? ¿Negativa?) ¿Es válida esta aserción en el 
caso de cualquier-progrosión geométrica? 
498. Cuando z--0 tenemos: у= iA; со. ¿Qué condiciones 


dobe satisfacer т para que se verifique la desigualdad IE 


8/2. Magnitudes infinitas: E 35 


199. Demostrar que la función y— 5 es infinitamente grande 
cuando z—-3. ¿Cuál debe ser el valor de z para que la magnitud 
[у] sea mayor que 1000? 

200. Cuando т tiende a 1, la función y= —— та crece infinita- 
mente, ¿Cuál debe ser el-valor de $ para que |2-—11<6 dé por 
resultado rs جد‎ ۷ = 


201. La función y= zzry és infinitamente grande para 2=>0, 
¿Qué desigualdades debe satisfacer z para que |y| sen mayor 
que 100? . 

^.202. Para z—- oo tenemos: y = lg z — oo. ¿Cuál debe sor el va- 
lor de M para que  >M dé RE resultado y >N = 100? 

203. ¿Cuáles de Jas principales funciones elementales son acota- 

das en todo el dominio de su definición? 


204. Demostrar que la función v= tr es acotada en todo el 
eje numérico. 
205. ¿Es acotada la función y == en todo el eje numérico? 


¿Sería acotada en el intervalo (0, оо)? 

206. ¿Es acotada la función y = lg sen z en todo el dominio de 
Su existencia? 

La misma pregunta sobre la función y = lg cos z. 

207. 1) Demostrar que las funciones y = £ sen z e y = z cos z no 
son acotadas cuando z — со (indicar para cada una de ellas, por lo 
monos, una sucesión z, para la cual y, => oo). 

2) ¿Serán infinitamente grandes estas funciones? 

3) Construir sus gráficas. 

208. Construir las gráficas de las funciones у (2) = 2* "9 
y f(x) = 27**"*, Para cada una de estas funciones indicar dos 
Sucesiones z, y z; de los valores de z tales, que lím 7 (z,) = co, 


y lim f (za) =0. 


209. ¿Para qué valores de a la función y = a* sen z no es acotada 
cuando z-» +00 (r-»— оо)? 


210. ;Será infinitamente grande la función no acotada: 


1) F(a) = 1- соз £ para 2-0; 


arcigz para 200; 

х агсзеп (sen z) para х-> 4-oo; 

4) f(2) = (2-- sen) lgz para z—- +00; 

5) /(z) «(1 --senz)lgz para 2> + oo? 

* 


211. La función u, toma los valores 


3 
ue» um med, ce. 


Demostrar qué и, ез infinitesimal cuando n — оо. 
212. La fuñción un toma los valores 


i 4 4 
ще 1, E ше, ,چک‎ 
2—8 
К ED е 


Demostrar que un es infinitesimal cuando n => оо. 

213. Demostrar que y =+H>0 cuando z— 0, ¿Qué condi- 
Sion e satisfacer = para que se verifique la desigualdad | y| < 
yrs 

214. Mostrar que la función y = Vz Fi — Vz tiendo a cero 
cuando z —» oo. ¿Cuál debe ser el valor de N para que y < e cuando 
ap № 
215. Demostrar que si la función f (2) tiene por límite a para 
& => co, ¡la función f (т) ез susceptible de ser representada en forma 
de la suma f(x) = а +9 (z), donde Ф (х) es infinitesimal para 
Z=» o0» 

' Presentar en forma de suma las siguientes funciones: 


Qv: mÓg--R 0 v= 


Criterios de existencia del límite 
246*, La función ш, toma los valores 


4 1 1 1 1 1 
um. шчо арг tap о рс 


Demostrar que и, tiende a cierto límite cuando л — со. 
217. La función un toma los valores 


uc np tt 5 


Lau 1 
ГОРЯ шъ pA etira’ жён 


Demostrar que и, tiende a cierto límite cuando п — oo. 

218. Demostrar el teorema: 

Si la diferencia entre dos funciones es infinitesimal cuando la 
variable independiente varía de manera exactamente igual, siendo 
una de estas funciones creciente y Ja otra decreciente, las dos tienden 
a un 'mismo límite. 


$:3, Funciones continues 31 


219. Sean dados dos números: uy y Da (ио < vx). Los términos de 
Лаз sucesiones и, y v, son dados por las fórmulas: 


ше 99, „Ме, A, „шыш, 
en general, 
nwa Fn, Uni 201-4 
ay cmi mb, ےپ‎ 


Partiendo del teorema expuesto en el ejercicio anterior, demos- 
trar quo las dos sucesionesu, yvy tienden aun mismo límite compron- 
dido entre uy y v. 

220. Dada la sucesión de números un: 


щ=үб, w-VÜXu, ss um uas 


Demostrar que esta sucesión tiene límite. Hallarlo. 


$ 3. Funciones continuas 
221. La función y está definida de la manera siguiente: 


y-0 para z< 0; 
y-z para 0 < z « 4; 
у=—-+4:—2 раа 1 < =<3; 
у= 4-2 рша => 3. 


¿Es esta función continua? 
222. Los radios de las bases de tres cilindros superpuestos miden 
3, 2 y 1 m, respectivamente. La altura de cada uno de los tres cilin- 
dros es igual a 5 m. Expresar el área de la sección transversal del 
cuerpo engendrado como función de la distancia que media entro 
la sección y la base inferior del cilindro que ocupa la parte baja del 
cuerpo. ¿Será esta función continua? Construir su gráfica. 
223. Sea 
2+1, si 251; 
m= 3a,  siz>t. 
¿Cómo debe ser elegido el número а para que la función f (z) sea 
continua? (Construir su gráfica.) 


224, Sea 
—2senz, si >; 
= Asenz--B, si << hi; 
il созт, si zy 
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Elegir los.números A y B de tal modo que la función f (2) sea conti- 
nua. Construir su gráfica. 


225. ¿En qué puntos sufren discontinuidades las funciones y = 


ey- v ? Construir las gráficas do las dos. Expli- 


cac la diferencia en el comportamiento de estas funciones cerca de los 
puntos de discontinuidad. 
a 
226. La función f(z) = == noestá definida paraz = 1. ¿Cuál 
debe ser el valor de f (1) para que la función completada con este 
valor llegue a ser continua para г = 1? 
227. ¿Qué géneros de discontinuidad sufren las funciones y = 


= 222. o y = 222 para z—0? Mostrar el carácter de las gráficas 


de estas funciones en el entorno del punto z = 0. 

228. Decir si es continua la función dada del modo siguiente: 

ilparaz 520, у = 0 рага z = 0. Construir Ја gráfica de 

esta función. 

229. ¿Cuántos puntos de discontinuidad (y de qué género) tiene 

1 

ПЗЕ! 1 

230. La función y=arctg _ no está definida en el punto z = 0. 
¿Es posible completar la función f (z) en el punto z = 0 de tal modo 
que llegue a ser continua en este punto? Construir su gráfica. 

231. Decir si es continua la función definida de la manera si- 
guiento: 


lo función y — ? Construir su gráfica. 


j (@) =sen E para 25 0, f(0)=1. 


Construir la gráfica de esta función. 
232. Construir la gri de la función f (z) = z sen 2. ¿Qué 


valor debo tener la.función f (0) para que la función f (z) sea conti 
mua por todas partes? 


233. Demostrar que la función y 


tiene discontinuidad 


44: yg 
de primer género en el punto z = 0. Construir, de modo esquemático, 
la gráfica de esta función en el entorno del punto х = 0. 
234. Analizar el carácter de la discontinuidad de la función 
i 
Ec 
= 271 7 en el punto z = 1. ¿Se puede definir y, cuando z = 1, 
de tal modo que la función llegue а ser continua para z = 1? 


$ 3. Funciones continuas 39 


235. Analizar el carácter de discontinuidad de la función y= 

и 

2*—1 
254 on el punto 22-0, 

2% +41 

236. La función f (z) está defi 

npn ex 

= (o 44925193) para т 520 f (0) = 0. Demostrar que en ol 
intervalo =2<1<2 la función f(z) toma todos los valores, sin 
excepción, comprendidos entre /(—2) y f(2), y, зіп embargo, өз 
discontinua (gen qué punto precisamente?). Construir su. gráfica. 

237. Decir si es continua la función y = Esclarecer 


da del modo siguionte: f (z) = 


1 
ТЕШЕ» 
el carácter de su gráfica. 

238. La función está definida del modo siguiente: зі т os un nú- 
mero racional, f (z) = 0; зі z es un número irracional, f (2) = т. 
{Рага qué valor de z es continua esta función? 

239. Decir si es continua la función y construir su gráfica. 


1) y= 2) ре up: 3 y-C 0. 


[La función [z] es igual al número entero máximo no mayor que х 
(véase el ejercicio, 59). 

240. Valiéndose de las propiedades de las funciones continuas 
comprobar que la ecuación 25 — З= = 1 tiene, por lo menos, una 
raíz comprendida entre 1 y 2. 

241*. Mostrar que: a) el polinomio de grado impar tiene, por lo 
monos, una raíz real; b) el polinomio de grado par tieno, por lo mo- 
nos, dos raíces reales, si toma, al menos, un valor cuyo signo sea 
contrario del que tiene el coeficiente de su término de grado más 
elevado. 

242. Mostrar que la ecuación z:2* = 1 tiene, por lo menos, una 
raíz positiva no mayor que 4. 

243. Mostrar que la ecuación = = а senz +b, donde 0 < a < 
<1, bz» 0 tiene, por lo menos, una raíz positiva siendo no mayor 
que b ta. 


244*. Mostrar que la ecuación] + E + к= =0, 


donde a, >0, a4 >0, a,>0 y 44 «44 <А, tiene dos raíces reales 
comprendidas en los intervalos (A, Aa) у (Aa, Aa). 
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$ 4. Operación de hallar 

los límites. — - 

Comparación de las magnitudes 
infinitesimales 


Funciones de argumento entero 


En los ejercicios 245—267 hallar los límites. 


ni 246. иш ЭШ”. еы 


w 


245. lím == 


+1) — (a1) Km 
247. Ша арро. 248. Ho uir. 

100034 3n2 MI 1 
249. Иш оры онат. 250. 1m ERT 


Pr) үл ЕТ 
ФМ. lim merci. 252. Иш. TET 

DET (VEFi n)? 
A ан" SE al 


255. lim VEA 
no VIP Y BR C 


256. lim ИИН. 257. li т 


Унун y Ri" nen, MEDIA ° 
n 4-2) - (n--4)1 ы (aa) ti Qi E DI 
258. Ша "ЖОЕ. 259, dim EXE Er 
1 1 1 
LEE 
2000 да, 


ee и‏ ا 
26i. lim Ll (14+2434...+R).‏ 
lim (2а >).‏ .262 


+2 2 


263. lím ( === ) 


2645. lim (Aor pe 


TET 
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265. 


266. 


x 1 1 
Mo (+33 + tua): 


ant 
lim 


a 


Función de argumento continuo 


En los ejercicios 268—304 hallar los límites. 


268. 
210. 
272. 


274. 


276. 
278. 
279. 
280. 
281. 
283. 
285. 


"gua PEI 


dedii. 7 в (A) 

E 

Mm. ^ 71. 1 A. 

bui NEC unie 
221 

1 "BU 

Ма 2525 эз. ша IT 


(ra) VIE - [i 
A 275, dnx m. С 
? - 


ETE = 1 3 
Ба ET rmm (qhi) 1 
1 1 
ш [c ge — BR] 
#+2 wd 
== dl 
lim ZÊ (m y п són números enteros). 
E: 
e ' zi—5z 
Jos 282. lim E 
ai 442—323 
lim zT. 284. 1f : 
PLE == AGB 
n a е 
Im (ra) 286. па (тт) 
3:2 (24 —1) (322-22) . 
ш | XD E J 
Jim ZEDE (e-204... EG 0f 
ma ET] : 


lim ++ 290, lím 
ves 


lim VEE 
mto papa > 
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292. lim EE RV IFA 293, lim VERE 
Y 1 ab - 
295. 


297. 


H 299. 


300. Па PEE зу. н YI PT e. 


(n y m son números enteros). 


303* lim 2-15. 304, gy VTES- VERTS 
aa EE 


Pan 2—1 


305, ¿De qué manera varían las raíces de la ecuación cuadrada 
аз? +bz 4-с = 0 cuando b y c conservan sus valores constantes 
(b 5&0) y la magnitud a tiende a cero? 
En los ejercicios 306—378 hallar los límites. 
306. lim (ута z). 307. dim (Vz1-y3v3). 
к-» сч 
308. lim (Vz*xi—2)*). 309. lím=(V 3 F1—2). 
ne хеке 
310. lím (V (а) (245) 2). 
зеке 
311. lím (Y 2= 1—-y 3—7:33) 
E 


312. Иш (/ CEN 


з 
313, lima? (V 2-E1—y 3 —1). 


314. Jim 22%, 315. lim EE, 
x ж x30 s 


"E 
316. E sempe 


318. lim 20» 


ao (зеп ау" 


sm 822 
317. lim жа, 


(n у m son números enteros positivos). 


En los ejemplos en que se presenta z- t о dehen sor considórados 
eeparadamente los casos do x > co y z--— co. 
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319. 


340. 
342, 
343. 
344. 
345. 


847. 


Ша agent. 320. ш а а. 
lím iE > 322. иш Rs 
> 324, март 
lim ата 326. lim A SET. 


-)- 328. ln Hz 


р (5-=) 
созт 

AE e 

Иш ($ -- z) tgz. Е 

m ($ 2) tga: 382, 
TE 

Иш (1—2) tg $. 334. 
En 

Иш SEE 336. 

z 


cos (a 4- z) —cos (a—2) 
)- 389. Mm celo + 


EX 


cos uz —cos Êz sen (a-]-s) —sen (a—3) 
pate. зна ЫШ. 


dm sen 28) 2n e+ sena is 
Ma termi E o. 
Ге] 
2-YTEcosz Trsni—yi—smz 
MEE LE. ge go V FERE үш 


lm fames costz 
xD ut 
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348. li tco г CES 
р 
а 3:—Й i arcsen de 
88: а Vianen icramigis C 
350*. lim VE ассо 
zei z+ 
я, e D T 
351. Um E). 352, lim ( (1-4). 
зы 
" КЕ; à m 
353. lim (1 ++)“. 354. lim (14-2) 
E 
55. E 356. By 
355. а (= 223] Im (черт ) 
aid ү ett x 
357. Yi 3 358. lím (4 4 
з (Fr) Mm (Er) 
359. ieri 360. 1+4 
ле (8) (+) 
k di 2. lim (EEE 
анла)" з. ша (ERE) 
1 
363. lim (14sen z), 364. lím (1 +tg V z) ^. 
e = 
365, lim iki, 366. lim Ike, 
P E] 
367. lim {z [ln (2-а) —1n zl. 
368. 369. 
310. зи. 
E 
372*. 313. 
374. 375. 
и. 
376. límw(e*—1). 377. lím (chz—shz). 378. Иш tha. 
m a E 
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Diversos límites 


En los ejercicios 379—401 hallar los límites. 


379. Иш m rim 


п es; 1) un número entero pro, 2) un número entero negativo, 
3) cero. 


. Considerar separádamente los casos en que 


380. lim. zV Aty: 1—2). 
381. Еч r9. 382. lm == a9. 
383. lim EZ. 384. lim EZ. 

РЕА LS amsenz 
385. lím im EE 386. Иш S 

ar 
387. уш SEEM Pen (e E20) Fit ene А 
D 


388. lim п MBs retos mesi У зеп® т F6 зеп z-F 2). 


389. dis 


1—cos (1 — cos 2) 
E e x 


391. lím 22 (1—e55 7). 


393%, lim æ (arctg E 


394. Jm a (arctg Iu —arctg =): 
395*. p 396. lim а (+) 0-9. 


=o 
397%. Иш qos. 398. иш 1882. Нашат, 

E - = " 
399. иш (297) 7. 400. lím(cosz+senz)”. 
E к 


i 
491. lim (cosz--a sena)". 
> 
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Comparación de magnitudes infinitesimales 

402. La magnitud infinitesimal и, toma los valores 
wy=t, ше, mer. 
y la magnitud infinitesimal v, respectivamente 


1 13 3 
umd, ww. ое. A EE 


Comparar un y va. ¿Cuál de las dos es de orden infinitesimal superior? 
. La función ш, toma los valores 


3 8 2—1 
щей, шей, шеф, md, 
y la función vp, respectivamente 
5 10 2+1 
ш=2, м=р, а=. E, 


Comparar estas dos magnitudes infinitesimales. 
404. La magnitud infinitesimal и, toma los valores 


1 2 е 
200 he0, met, ums ,تھی‎ 
y la magnitud infinitesimal v,, respectivamente 
5 2ni 
v=, пт. vs эз a e 


Comprobar que и, y v, son infini 
no equivalentes. 


405. Las funciones y — ey—1-—YVz son infinitesima- 


lea єпилйр а=» 4, ¿Cuál de las dos es de ardan infinitesimal superior? 

406. Dada la función y = 25, mostrar que Ay y Az cuando Az — 0 
y Az 520, son infinitesimales del mismo orden. 

Comprobar que la magnitud Ay es infinitesimal de orden superior 
que Az cuando z = 

¿Para qué valor de z son equivalentes los incrementos Ay y Ат? 

*407. Comprobar que las magnitudes infinitesimales 1 — г 
y 1— Y zson del mismo orden infinitesimal cuando £> 1. 
¿Son equivalentes? " 

408. Sea z — 0. Entonces Va + 7 — V a (a > 0) es una magni- 
tud infinitesimal. Determinar su orden respecto a z. 

409. Definir el orden, respecto а 2, de la función infinitesimal 
para 2-0: 

3 e. m zzi), 7:00 
1) 224-1000; 2) $47: —Yyz; 3) VT: YT: 


imales del mismo orden, pero 
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410. Demostrár que los incrementos de las funciones п = a Vz 
ур = ba? para z> 0 y para" el incremento general Az — 0 son del 
mismo orden infinitesimal; ¿Para qué valor de z son equivalentes 
(a y b son distintas de. cero)? Р 

414. Mostrar que cuando z+ 41 las magnitudes infinitesimales 
í—zya(1 — Y 2), dondea 0 y k es un número entero positivo, 
son del mismo orden infinitesimal. ¿Para qué valor de a son equiva- 
lentes? 

412. Demostrar que las funciones sec = — tg z y л — 2r son 
infinitesimales del mismo orden cuando т — л/2. ¿Son equivalentes? 
413. Demostrar que las magnitudes infinitesimales е — 

y sen 52-— sen z son equivalentes cuando 20. 

414. Definir el orden de la función infinitesimal respecto a # 

cuando z >0: 


y VIE 4; 2 VIFIE—1—Vz; 3) eV; 
4 ensi; 5) m(1+Vzsena 6) Уа; 
7) &—co&z; 8) e*—cosz; 9) cosz—i/cosz; 

10) sen (VTFz—1); 11) (142) 2/11); 
12) arcsen (Y 44-23 — 2). 


Algunos problemas de geometría 


415. Consideremos un triángulo equilátero de lado a. Sus tres 
alturas sirven para engendrar un nuevo triángulo equilátero y así 
sucesivamente n. veces. Hallar el límite de la suma do las áreas"de to- 
dos los triángulos cuando n— оо. 

416. Un círculo de radio R lleva inscrito un cuadrado; éste, lleva 
inscrito un círculo el cual, a su vez, tiene inscrito un cuadrado, y así 
sucesivamente n veces. Hallar- el límite de la suma de las áreas de 
todos los círculos y el de la suma de las áreas de todos los cuadrados. 
cuando m => оо. 

417. Un triángulo isósceles rectángulo cuya base está dividida 
en 2n partes iguales lleva inscrita una figura escalonada (véase la 
fig..15). Demostrar que Ia diferencia.entre el área del triángulo y la 
figura escalonada es infinitesimal cuando crece infinitamente. 

418. Un triángulo isósceles rectángulo cuyo cateto es igual a a, 
tiéne dividida su hipotenusa en п partes iguales. De los puntos de 
división están trazadas- rectas paralelas a los catetos resultando una 
línea quebrada, AKLMNOPORTB (véase la fig. 16), cuya longitud 
es ignal a 2a para cualquier n. De ahí que el límite de su longitud es 
igual a 22. Pero, por otra parte, la línea quebrada va aproximándose 
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infinitamente à la hipotenusa del triángulo cuando n crece infini 
tamente: Por consiguiente, la longitud de la hipotenusa es igual 
a la suma de las longitudes de los catetos. Este razonamiento encie- 
rra un error. Hallarlo. 


8 
B 
tr 
в, 
pam 
> 
ES t n 
T ÓN o 

A K с 

Fig. 15 - Fig. 16 


419. El segmento AB cuya longitud es a, está dividido en partes 
iguales por n puntos, desde los cuales se han trazado rayos en ángulos 


[ps] 


Fig. 47 Fig. 18 


E (véaso la fig. 17). Hallar el límite de la longitud de dicha línea 


quebrada cuando n rece infinitamente. Comparar con el resultado 
del ejercicio anterior. 

‚ 420. El segmento AB cuya longitud es a está dividido en n partes 
iguales, Los pequeños segmentos resultantes sirven de cuerdas y sub- 
tienden arcos de circunferencia, cada uno de los cuales es igual a n/n 
radián (véase la fig. 18). Hallar el límite de la longitud de la línea 
resultante cuando n=» co. ¿Cómo cambiaría el resultado si las'cuer- 
das subtendiesen una: semicircunferencia? ' 

421. Una circunferencia cuyo radio es R está dividida por т pun- 
tos Mu, Ma, ‚ М, en partes iguales. Сайа uno-de los referidos 
puntos sirve para trazar dosde él un arco do:circunferenciá (cuyo 
radio es de г) hasta que se corte con otros ateos trazados desde: los 
puntos vecinos (véase la fig. 19). Hallar ol límite de la longitud: de Ia 
línea cerrada resultante cuando m eroce infinitamente. 

422. Dos círculos de radios R у г respectivamente (R7 г), to- 
can el eje OY en ol origen de coordenadas y están colocados a la dere- 
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cha del eje (véase Ja fig. 20). ¿De qué orden, respecto: а т, son el seg- 
mento infinitesimal JM M^ yel ángulo infinitesimal a cuando z + O? 


Fig. 19 Fig. 20 


423. El segmento lineal OP une el centro de una cirennferencia 
con el-punto P, que se halla fuera de aquélla. De ésto trazamos una 
tangente PT a la circunferencia, Del punto 7 bajamos una perpendi- 
cular, TN, sobre la recta OP. El puntó de intersección de la recta 
OP соп la circunferencia es A. Demostrar quo los segmentos AP 
y AN son 'infinitesimales: equivalentes cuando P “А. 

424. Еп 1оз puntos extremos y medio-del arco АВ de una cireun- 
ferencia se han trazado las tangentes y los puntos A y B so han unido 
por una cuerda. Demostrar que la razón de las áreas de dos triángulos 
resultantes tiende a 4, disminuyendo infinitamente el arco AB. 


Problemas de cálculo 


425. Partiendo de la equivaléncia de las funciones /1--z— 
y pz cuando 2—0, calcular aprecias layene: 1) VI 


2) VIZ; 3) Y 280, 4) Y 1632; 5) V0,31, 6) V 0,0%. 

"426. Mostrar que las funciones V T 4 F — Й y zn: son infinite- 
simales equivalentes cuando z—0. Valerse de ello para calcular 
aproximadamente las raícos: 1) y//1047;2) y 8144;3) / 1,1; 
4) 3/ 1080. - Hallare} valor de las referidas raíces en.la tabla Joga- 
rítmica. Comparar. los resultados. td 

427. Valiéndose de la equivalencia de ln (1 +2). y æ cuando 
z —0, calcular aproximadamente los logaritmos йш (перегїа- 
поз) де los siguientes números: 1,01;-1,02;-1,1; 4,2. ¿Hallar los loga- 
ritmos: dócimalos de los mismos números y comparárlos con los datos 
Presentados- en la tabla. 
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Capítulo Ш 


Derivada y diferencial. 
Cálculo diferencial. 


$ 1. Derivada. Velocidad 
de variación de la función 


Algunos problemas de física 


428. Dada la ecuación del movimiento rectilíneo del punto: 
s=5 +, 


hallar la velocidad media del movimiento: a) en los primeros 6 se- 
gundos, b) en el intervalo de tiempo transcurrido entre el final del 
tercer po hasta el final del sexto segundo. 

429, El punto M va alejándose del punto inmóvil A de modo que 
la distancia AM aumenta siendo proporcional al cuadrado de tiem- 
po. Al transcurrir 2 min desde que comenzó el movimiento, la dis- 
tancia AM era igual а 12m. Hallar Ја velocidad media del movimien- 
to: a) en los primeros 5 min; b) en el intervalo de tiempo desde 
t == 4 min hasta ё = 7 min; с) en el intervalo de tiempo desdet == t, 
hasta t = t. 

430. Dada la ecuación del movimiento rectilíneo: 


s-PI. 


hallar la velocidad medía del movimiento en el intervalo de tiemp: 
desde { == 4 hasta t == 4 -+ At, poniendo At =-2; 1; 0,1; 0,03.» | 
431, Un cuerpo efectúa lá caída libre de acuerdo con la loys = 
LE., donde g (2: 9,80 m/s") es la aceleración de la gravedad: Ha- 
Jar la velocidad media del movimiento ей el intervalo de tiempo desde 
t="5 s hasta (t + At), poniendo ` At == 18; :0,18; 0,05:s; 0,0018; 
hallar la velocidad del cuerpo en caída libre al final del quinto y:del 
décimo segundos. Obtener la fórmula dela velocidad del cuerpo en 
caída libre para cualquier momeritó de tiempo 4: ^ 
432. Consideremos unà barra delgada de estructura heterogénea 
AB cuya longitud [== 20 cm. La masa de un segmento A M aumenta 
proporcionalmente al cuadrado de la distancia entre el punto М 
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y el punto 4, siendo Ja masa del segmento АМ = 2 cm igual a 8 р. 
Hallar: a) la densidad media lineal del segmento AM = 2 cm de la 
barra; b) de toda la barra; c) la densidad de la barra en el punto М. 

33. La masa (en в) de na barra delgada do estructura hetérogé- 
nea AB, que mide 30 cm, está distribuida de acuerdo con la ley m == 
= 3 +51, donde Les la ا‎ de un segmento de la barra medi- 
da a partir del punto А. Hallar: 1) la densid: dia Jineal de la 
barra; 2) Ја densidad lineal: a) en el punto que dista / = 5 cm del pun- 
to А; Б) en el mismo рипёо:4; с):еп el extremo de la barra; 

434, La fórmula Q = --0,00002 £ -+ 0,0000003 £3 establece 
la cantidad de “calor Q (ей calorías) necesaria para que la tompe- 
ratura de 1:5 de agua pase de 0 а. (С. Calcular Ла capacidad ca- 
lorífica del agua ‘рата ¿= 30°, £=100". 

435%. La velocidad angular do la rotación uniforme es definida 
como la razón dol ángulo de giro respecto al correspondiente interva- 
lo de tiempo. Dar la definición de la velocidad angular de ld rota- 
ción no uniforme. 

436. Si la desintegración radiactiva se efectuase uniformemente, 
deberíamos comprender bajo la velocidad de desintegración la canti- 
dad de sustancia desintegrada en la unidad de tiempo. Sin embargo, 
en realidad dicho proceso se verifica de modo no uniforme. Dar la 
definición de la velocidad de desintegración radiactiva. 

437. La intensidad de la corriente continua es definida como la 
cantidad de electricidad que pasa por la sección transversal del con- 
ductor en la unidad de tiempo. Dar la definición de la intensidad de 
la corriente alterna. 

438. Se llama coeficiente térmico de dilatación lineal de una 
barra al incremento de una.unidad de su longitud al aumentar la 
temperatura en 1? C, suponiendo la expansión térmica uniforme. 
Pero, en realidad, el proceso se efectúa de modo no uniforme. Sea 
1 = f (t), donde les la longitud de la barra, £, la temperatura. Dar 
la definición del coeficiente de dilatación lineal. 

439. Se llama coeficiente de tracción del muelle al increménto 
de unidad de la longitud del muelle bajo la acción de una fuerza uni- 
taría ejercida sobre cada centímetro cuadrado de la sección trans- 
versal del mismo. La trácción se supone proporcional al esfuerzo 
ejercido (ley de Hooke). Dar la definición del coeficiente de trac- 
ción k para el caso de desviación de la ley de. Нооке. (Sean 1 la. longi- 
tud del muelle, S, el área de la sección transversal, P, la fuerza de 
tracción, y 1 = 9 (Р).) 


Función derivada 


440. Hallar el incremento de la función y ==" en el punto 
«ff 2. poniendo el incremento Az de la variable independiente 
igual a: 1) 2; 2) 1; 3) 0,5; 4) 0,4. 


¿e 
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441. Hallar la razón ¿2 para las siguientes funciones: 

4) y=2ó-241 para r=; Az-04; 

2 y- рага z-2; Az=0,04; 

3) y=V 7 para т=4; Ах=0,4. 

Mostrar que cuando Az +0, el límite de la referida razón en el 
primer caso es igual a 4, en el segundo, — i ‚ en el tercero, i 

442. Dada la función у = 2, hallar los valores aproximados de 


Ja derivada en el punto т — 3, poniendo sucesivamente Az igual a: 
а) 0,5; b) 0,1; e) 0,01; d) 0,001. 


443. f (2) 29. Hallar f (5); Р -2; f ($). 
444. f (2) =a. Hallar у (у; 7 (O; 7 СУ 1 (3): 


445. f (a)  z*. ¿En qué punto 7 (2) = /' (д)? 
446. Comprobar la siguiente aserción: para la función / (z) = 2% 
ёз válida la relación f (a-b) = f (a) +f (b). 
¿Es válida esta identidad para la función f (z) = 2% 
“447; Hallar la derivada de la función y = sen z para = 
448. Hallar la derivada de la función у = lg z para. т =1. 
449. Hallar la derivada de la función y = 10* para z = 0. 
450. Es sabido que la función f (0) —0 y que existe el límite de 
la expresión LEL para z—-0. Demostrar que este limite es igual 


а f). 

451. Demostrar el sigüiepte teorema: si f (2) y Ф (2) son iguales 
4 сего, cuando z = 0 11 (0) = 0, Ф (0) = 01 y tienen las derivadas, 
рага 2 = 0, siendo, q” (0) 0, se tiene 


emostrar 10 Siete: si f(x) tiene la derivada cuando 
"tiene 


lim ZEAE. у Oar o. 
y e Demostrar que la derivada dé una función par es una 
‘itajjar, Miéntrás.que la dorivada,de una función impar es, 
“ción par 
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Interpretación“geométrica de la derivada 


454. Hallar el coeficiente-angular de la tangente a la parábola 
y = 12: 1) en el origen de coordenadas; 2) en el punto (3; 8), ; 3) en 
el punto (—2; 4),-4) en los puntos de intersección de la tangente con 
la recta y == 32 —2. 

455. ¿En qué puntos es igual a 3 el coeficiente angular de la tan- 
gente d Ja parábola cúbica у = 2%? 

456. ¿En qué punto la tangente a la parábola y = 2? 1) es para- 
lela al eje Oz; 2) forma un ángulo de 45° con el eje Oz? 

457. Una tangente a la parábola cúbica у = 22 ¿puede formar 
un ángulo obtuso con el eje Oz? 

458. ¿Qué ángulos formán al cortarse la parábola у= z* y la 
recta 3z —y —2 = 

459. ¿Que ángulos газа al cortarse las parábolas у = z? 
ey 

460, ¿Qué ángulo forman al cortarse la hipérbola y = 1/z y la 
parábola y = V zi 

461. Escribir la ecuación de la tangonte y de la normal a la curva 
y = z? en el punto cuya abscisa es 2. Hallar la subtangente y la 
subnormal. 

462. ¿Para qué valor de la variable independiente son paralelas 
las tangentes a las curvas y = z? o y = x°? 

463. ¿En qué punto la tangente a la parábola y = 22 1) es para- 
lola a la recta y == Ат — 5; 2) es perpendicular a la rocta 2 — бу + 
=+ 5 = 0; 3) forma un ángulo de 45° con la recta 3z — y + 1 = 0? 

464. Demostrar que la subtangente correspondiente a cualquier 
punto de la parábola y = ах? es igual a а mitad de la abscisa dol 
punto de tangencia. Valiéndose de esta circunstancia, formular ol 
método para trazar la tangente a la parábola en el punto dado. 

465. Demostrar que la normal a la parábola en cualquier punto 
que pertenezca a ésta desempeña la función de biseciriz del ángulo 
formado entre el radio focal del punto y la recta paralela al eje de 
la parábola y que pasa por el punto dado. 


$ 2. Diferenciación de las 
funciones 


Funciones exponenciales 


En los ejercicios de este párrafo т, y, т, t, u, v, s son variables 
independientes, a, b, c, d, т, п, р, q son constantes. 
406. Derivar la función: 
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1) 35-1; 2) ah a? 030404; 

3) aspe 4) VIA VE 92Vi— V 
бовур: D) Eriti 
bp. و‎ 

10) 0,1é зар, 11) (¿0,5% 12) V z (à —Y 241); 


13) (0+1) (0-1); — 14 05—3(a—2)* 
abbr” bn үз 
15) EE: 16) (7 y. 


де Fa) =32 25. Hallar: F0): f'(0; 10 10; HA 
у (а) 
468. f) Hallar: f(—55 (= Gs f (4). 
469. pamm Hala: ($). 
410. f (z) = 4 — 5z + 2: — 28. Mostrar que 
f (a) = f (a. 
En los ejercicios 471—489 derivar las funciones quo se indican. 
АТА. 1) уе (23i — 824-3) (24221); 
2) y (à — 322-2) (2622—41); 
3) ye 2-0 (371) ; 


à v (iz V9) (eir АЁ): 


5 аура 
6) у= (2—1) (2—4) (2—9); 


7) у= @+Уз) У 22 4+ УЗ). 


A 


472. у= EL. 
Sei 
ала. «= FEL, 
a 
416. i-e ATI. segete (4—2). 
478. иду. 49. yi 
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480. y= 27. 481; EE 
i 
483. = HIS 
485. ru 
Б: таа Er 
az+bz? 
488, ye 7: 489. uM 


490. е MP ade hallar f'(0) y 
491. F (z) = (2—1) (2—2) (2—3); hallar F(0); ng y F'(2) 


492. F (2) = mr gy; ballat F (0) y F'(—1). 

493. s(t) ==, +4; hallar 2 (0) y s'(2). 

494. у(х) = (12-23) (5-4): hallar y' (1) y y' (a). 

495. plo) = TE ; hallar р' (2) y p (0). 

496. q (2) = $55; hallar g (1). 

497. 20) -(Y 8 1) 6 hallar z'(0). 

En los ejercicios 498—518 derivar las funciones que se indican 

498. 1) (z—a) (2—0) (2-0) (2—0; 2) (z--15 3) t—2)5 

4) (14 22); 5) (1 — 2°); 6) )5 + z? — 4*5 Т) (2° س‎ 

8) (4+6); 9) з= (0-23), 
10 у= (21) m1) 


ai 
12) у= (223 -- 32? -- 6z -4- 1)*. 
(644 в 
499. о= EXT. 500. ЕА 
501. ya И. 502. y=1-YE 
mm y YE 
503. у= Y T=. 504. у= lia). 


505. u=(¿2,)”. e итар 
. : pes- V us 


1+2 
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a 512. u= 


FESTE А 
CLER Mr чн, 
TEC р 


H 
514. u (v) = (2--v4-2)5; hallar u’ (1). 
515. y (2) V/ ZŁ; hallar y (2). 


516. у= V/ E; hallar y (0). 


Funciones trigonométricas 


511. у= 


En los ejercicios 517—546 derivar las funciones que sc indican. 


517. y — son z+ cosz. 
z 


518. 519, y= 22. 

520, p= sen ф-соз p- 

521. 1. 522, з= ALL. 

523. y= oz ez 524. کا‎ rm 

525. у= cost z. 526. y t tgz 

527. y=0052—cos z. 528. y= S sen? z — sen? z. 


529. y—ltgz—tigr pz 580. y=esetz—tgz. 


531. y= secta + coser. 582. у= sen Sz. 

533. у=асоз з. 534. y=3sen (32-5). 

535. pote ER 536. у= УТЕ. 

587. ye sen t. 538, у= зеп (sena). 

589, yeop m. ` 540. у-у. 

541. yo sen Y IFE. "^ 842. y=ctg VIFF. 

543. y=(14 senta). 544. y V A (2+2). 
ton EZ ; =s? 

545. у= соё 1 - 546. у= вәд (cos 32). 
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547. Deducir las fórmulas: 


(sen zos iz) = п sen?*! х соз (n +1) z; 
(son"z sen nz) = п sen*7 z sen (n + 4) z; 
(cos" зеп пл)' == n сов?! æ cos (n + 1) 25, 

(cos" т cos nz)! = — n cos? z sen (n-- 1) z. 


Funciones trigonométricas inversas 


En los ejercicios 548—572 derivar las funciones que se indican. 


548. y= zorcsen z. 549. у= ن‎ 

550. у = (aresen z)*. 551. ys zarcsen a+ V z — 1^. 

552. y— T. 553. y-zsenzarctgz. 

554. y= EESE, 535. y =V T-arctg z. 

556. у = (arccos z — arcsen 2)". 

557. у = arcsec х. 558. у= Tg aeg. 
атскеп т Y Ld 

559. у= m 560. yeu 

561. y=aresen (2-3). 562. у= агссон A 

563. y=arolg a. 564. y= arson 2. 

565. y = агезор (sen т). 566. у= arctg? $, 


507. y= VTS. 568. y==aresen И. 


1 4 


569. y— 1 j агсзеп 24 22. 


2 
570. y=areseny 


571. у= агссоз 572. у= aretg(z—Y 14-2). 


Funciones logaritmicas 


En los ejercicios 573—597 derivar las funciones que se indican. 
573. y = logar. 574. y = ln? z. 
575. y—zlgz. 576. y—V Inz. 


577. у= 2—1 


fue 578. y—zsenzlnz. 
n 
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4 = 
579. у= 1. 580. у= 122. 

1—2 Inz 
581. у= E, 582. y= e. 


584. у= V TF In?z. 
586. у = ln (z*—4z). 
588. у = logs (2—1). 
590. y= In arccos 2z, 
592. y=arctg [In (az--b)]. 
593. y=(1-+Insenz)". 594. y= logs [logs (logs z)]. 
505. y=lnarctg V IFR. 596. y arcsen? ln (a+ 2%). 


597. y= j nson E. 


Funciones ezponenciales 


En los ejercicios 598—633 derivar las funciones que se indican. 
598. у= 2". 599. y—10*. 600. у= уг. 


60t. y=. 602. yez-10*. 603. y= se, 

Өм. у= E. 605. у= 2227, 006. y=etcosz. 
ex созт 3 

607. y=. 608, у= 75. 609. у= 25, 

610. у= 22-3“. 611. у= Y IFA. 

612. у= (22— 22-3) е. 613. y= d 
d1-£0x 

614. y= IFF 615. y= 7. 

616. y=ze (cosz--sonz) 617. y e. 

618; у= 1022, 619, yece Vei, 

620. y = sen (27). 621. у= Зая, 

622. у= аза? х, 623. gatcsen 2x, 

624. y=2%, 625, ЕЯ 

626. у = sen (е22+2-2). $27. yo tote 

628. y= eV алата, 629. у= ш зеп arg e”. 

2 
630. y=ae- Pe, 631. у= 227 +, 


632. y = Аё = sen (oz + a). 633. y = az". 
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Funciones hiperbólicas > 
En los ejercicios 634—649 derivar las funciones que se indican. 


634. у= 682. > 635. y=Inchz. 
636. y=arctg (th 2). 637. у= (1—23). 
638. у= sh? 24-сһ22. 639. y— ch (sh z). 


640. y 
642. у= (ln z). 


644. y Fez. 
i/i-cihz 
646. у= Y Taz: 


V3 ү 14V2tmbz 
Е TES 
648. 8 De. 649. у = 2222 cosech т. 


647. еа 


Derivación logarítmica 


En los ejercicios 650—666 derivar las funciones que se indican 
aplicando la regla de la derivación logarítmica. 


650. y = т®. 651: y = 2. 


652. y = (sena =). 653. у = (In zy. 

654. y = (z + 1). 655. y = Pe” sen 22. 

A 

658. 659. у= у zsenzy 1— €. 

i 

660. 661. у=т®. 

662. 663. #=(тїт)- 

664. y—2zV*. 665. у= (2245 195, 
2j/zeED 

666. у= V > 


Funciones diversas 
En los ejercicios 667 —770 derivar las funciones que se indican. 


667. y=(14 42). 668. y=atg (7+0). 
669. y= 1+V 2pz- 670. y—aretg (z* — 324-2). 
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671. у= 16 (z— cos z). 672. 
673. y- 5g itg F 674. 
675. у= son $ sen 2r. 676. 
677. y- з -8 678. 
4 үө 
679. y= (Vz z +7) 680. 
681. у= ee (a+ ) em. 
3 
683. E 684 
ж.ж Я 
685. y=s Z otg 5. 686 
687. у= ln(z--V 233-2). 688. 
689. у= Y i-crig?z-rig z. 690. 
691. yd arctg e +t arctg ж 
692. у= arcsen (n sen з). 
693. у= arcson Y son z. 694. 
695. у= z— Y i—z3aresenz. 696. 
س‎ 
697. y 1+V24Vz. 698. 
899. y ses (=т=). — 700, 
^ iz 
701. y=arctg VE. 702. 
708. у= xareson (ln т). 704. 
705. y—cosz VIF sen? z. 
706. y=0,4 (cos ж! — sen 0,82). 
707. у= z-10V*. 708. 
709. y=Inaretg rrr. 710. 
Hi. y Vien. sa 12. 
714. 


„у= 


‚ y= 


. у= соз 


у= З сов х cos? z. 
1 


id 
. y-e-?inz. 


. y=arctg 227 


zb 


y- UM 
sicui 
кайт. 


Visi 
I. 


у= zatetg Y a. 
у= сов 2% In z. 


L son" 
yen [sent 32— ү sent 8. 


исмат 
mE S 


arccos V 1 — 3z. 


y= logs (22— sen z). 


у= VEZ, 
Aer 


yp 


1 
=з: 


к=йк-—— на 
z4 зхзї—1 


y=2 14- Ya. 


ya argo. 
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Ја sen = 
n5. у= RE. 716. утаа TA. 

arcsen 4z ix 
17. y =. 718. 
719. у= 45 720. 
721, y = sen? x-sen 22. 722. 

1= жо 
723. у=: V A. 724. yes h1n PEL arctg z. 
725. y=2Íx, 
726. у= V (a—z) (z — b) — (a — b) arctg ymÓ. 
sen Зг 

TH. у= ET. 728. уе 
729. у= Y à — z — a arccos =. 

1 1 1 
780. у= УТ (у). 

son?z , costz 
781. tias 
732. ита (У): 
733. y==e*(asonx—cosa). 734. y=xel-00x, 
185. y sem. 736. y=e* (sen 32 — 3 cos 3a). 
187. y= 3z aresen s4 (22-2) VT 7. 
088, y s А 

Vige- V> 
739. y= 2 árcsen VITAE. 
740. y= ln (е cosz 4- e™™ sen г). 

_ Lk armtgz x 1 
та. у= ERE 10. у TE 
743. у= е son z cos? r. 144. y= V IF D. 
745. y=z— ln (241 4V 8 pe 1). 
oy eat V TEn ЕСЕ, ТАТ, p= 

746. y= errete VE, ==> 
748. y=Intg 3: - cig z In (1--senz) — z. 


[3 Cap. 11. Derivada y Diferencial 


749. у= 21n(22—3V' 1 — 1°) — 6 arcsen 22. 
+ V1 zr aretg a. 
751. y=} (02) V 124% 42 arosen 


752. y=In(zsenzV 1—2). 753. у= 2 Уа зер =. 

— s پس‎ 
EA. 755. y= PA Fae). 
аги x+ nat 


754. у= 


а 


z 


147 
senz , 3senz 3 2 
757. y— az i genda Fg emu 
i -ui 
rex arctg г (4 —22) e9*-1 cos г 
758. у= REZ 759. ا ےر‎ 


760. ye z V FFF У FFE +A In (a+ V FFE). 
761. у= (aresen 2)? —22-- 2 V 1— zarcsen т. 


762. y=In cosarctg Ê, 


ants (a V7). 

1 22—1 
путч yg 
+2arctg 


Baz 
z 


y: 
76. у= а LP 


766. scent 767. у= Уу 


prora 
768. y—1n $ ERI + 


221—1 
769. у= arccos т; 


IFz 


тут i (arctg 254 Vs i агер E EZ 


(E V3 — 
то. = г” Threth аа t. 
771. Demostrar ¿que la función y=1n zz satisface la relación 


y, «+ газ ' 


ау += 
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772. Demostrar que la función 
ys йк 4n VFV +ї 
satisface la relación y= zy’ + шу. 
773. Demostrar que la función у= 
ción (1—22) y —zy—1. 
774*.' Calcilar 145 sümas 


a) 1 + 2s F 32$ qp... 4 nn 
3) 2 + 2:32 3-42 4... п (n — M). 


satisface la rela- 


arcsen z 
ys 


Funciones inversas 


775. Supongamos que la regla para derivar Ja función potencial 
fue establecida sólo para un exponente entero positivo. Deducir la 
fórmula para derivar Ja raíz, aplicando la regla para derivar la fun- 
ción inversa. 


776. z= еме; hallar la expresión para 22 mediante y, median- 
to z. 

777. 19.2 —8s--55; expresar ES mediante s. 
du 
is 

779. Teniendo en cuenta que las funciones arcsen Y т y sen? т son 
recíprocamente inversas y que (sen ? z)' = sen2z, hallar (arcsen / 2). 

780. Designemos la función, invorsa a la función potencial expo- 
nencial y = 2, por, el símbolo о (z), es decir, supongamos que de 
y = a^ se deduce z = a (y). Hallar la fórmula para la derivada de 
la función y = о (2). 

781. Las funciones que son inversas a las funciones hipebólicas 


son designadas por los símbolos Arsh z, Arch z, Arth х. Hallar las 
derivadas de estas funciones. 


782. s=te"'; hallar L. 
de 


—=1. 


778. u= In 15; comprobar la relación z 


783. y d Expresar * mediante z, mediante y. Mostrar 
"күс 
que es válida la relación "up mh 
784. z= — 4y--1. Hallar 2. 


785. t=arcsen 2. Hallar la expresión рага 22. mediante s, me- 
diante £. 
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786. Comprobar la validez de la relación E 
se relacionan por medio de lo dependencia: 
4) y = a" + az + b; 2) y =a; 
3) y = № —1). 


шї, sî sey 


Funciones dadas en forma implicita 


787. Aplicando la derivación mostrar que las derivadas de los 
dos miembros de la igualdad sen *z = 1 — cos? z ŝon idénticamente 
iguales entre sí. 

788. Aplicando la derivación mostrar que las derivadas de los 
dos miembros de la igual 

2 sex соз (2senz+1)_ 
TAS ТОЧ E 
son idénticamente iguales entre sí. 

789. ¿A qué es igual ol coeficiente angular de la tangente a la 
elipse J+ = 1 en el punto (1, УЗ? 

790. ¿A qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la 
hipórbola zy = а (a = 0) en el punto (a, 1)? 

791. ¿A qué es igual el coeficiente angular de la tangente а la 
eircunferencia (= — 1)# + (y + 3)* == 17 en el punto (2, 1)? 

En los ojercicios 792—812 hallar las derivadas de las funciones 
y dadas en forma implícita. | 

A ы р 1 

792. Fs 793. mad 

794. 5 y3 — 3 азу = 0. 795. y cosz = a? sen 32. 

796. y? — Зу + Зах = 0. 797. y — 22у + b = 0. 

798. 25 p yè = 22у. 709. 23 + ar Y biy? + y 

800. sên (zy) + cos (zy) = tg ( + y). 801. 2* + 2 = 2%, 

802. 2у шу = з, 808. z —y = arcsen = —aresen y. 

804. 2% = у". 805. y = cos (2 + y). 


i 2 
806. cos (20) =z. 807. 274-07 -- di. 
808. y = 1 + ze". 

1809. = sen у — cos y + cos 2y = 0. 
E y TEE, 
sio. =P Ez, 
ВИ. y sen х — соз (z —y) 
812. y = х + arctg y. A 
813, Mostrar que la función y définida por la ecuación 
ay—ln y =.1, satisface también la relación 


+ (ay1) =0. 


$ 2; Diferenciación de läs fünciones 65. 


Aplicaciones de la,derivada 


814. En la parábola. y == z*-se han marcado dos puntos cuyas 
abscisas son ту = 1, z, = 3. Por estos puntos pasa la secante. ¿En 
qué-punto dela parábola-la tangente-a ésta es paralela a la secante 
trazada? зе 

815. Una cuerda está trazada' de: manera que pasa рог el foco de 
la parábola y es perpendicular al eje de ésta. Por los puntos de inter- 
sección, de la cuerda у la,parábola pasan: tangentes. Demostrar que 
éstas: зе cortan en. ángulo recto. 

816. Escribir la ecuación de la tangente y de la normal a la hi- 
pérbola y = 1/z en-el, punto cuya abscisa es z = —1/2. Hallar la 
subtangente y la” subnormal, к 

817. Mostrar que el segmento de la tangente'a la hipérbola y se 
=+ comprendido entre los ejes de coordenadas está dividido en dos 
partes iguales: por el. punto de contacto. 

818. Mostrar que respecto a la hipérbola.zy = a el área del tri- 
ángulo formado por cualquier tangente y los ejes de coordenadas es 
igual al cuadrado del semieje de la hipérbola, ч 

819. Un punto móvil se desplaza sobre una recta de modo que 
su distancia s del punto inicial al cabo de із өз igual a s= + rem 
—4 + бе, 3 

a) ¿En qué momentos se encontró en el punto inicial el punto 
referido? b) ¿En qué momentos fué igual 'a Сего su velocidad? 


820. Un cuerpo cuya masa es de 3 kg efectúa movimiento rectilí- 
neo de acuedro con la ley 


s=1+t+e, 
s viene expresada en centímetros, t, en segundos. Determinar la 


energía cinética (Z7): del cuerpo al cabo de 5:s al iniciar el movi- 
miento." - 

821. El ángulo @ de giro de una polea én función del tiempo + 
viene expresado por la función а = й -+ 3t — 5. Hallar la veloci- 
dad angular рага £ = 5 s. к 

"822. Una rueda gira de modo que el ángulo de giro es Proporcio- 
sal al cuadrado de tiempo. La primera vuelta ha. sido realizada en 8з, 
Hallar la velocidad angular o al cabo de 32s al comenzar el movi- 
miento. y » 

823. El ángulo Ө, que se forma al dar, una vuelta una rueda, al, 
cabo de £ segundos, es igual а Ө = af? — bt + c, donde a, b; c son 
constantes positivas. -Hallar la velocidad angulár e de la rotas 
de la rueda. ¿En qué momento es igual'a cero l4 velocidad angi 


80178 
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824. La cantidad de electricidad que pasa por un conductor a par- 
tir del momento de tiempo ¢ = 0, se calcula con la fórmula siguiente 


Q = 28 +31 +1 (culombios). 


Hallar la intensidad de corriente al final del quinto segundo. 

825. En la línea y = z* (z — 2} hallar los puntos en los cuales 
las tangentes sean paralelas al eje de abscisas. 

826. Mostrar que la linea у= 2* + 5z — 12 en todos sus puntos 
está inclinada hacia el eje Oz, formándose entre ellos un ángulo agudo 

827. ¿En qué puntos de la línea y = 4" z — 2 la tangente 
ac ella es paralela a la récta у = 42 — 1? 

828. Formar las ecuaciones de las tangentes a la línea y = z — 


en los puntos de su intersección con el eje de abscisos. 

829. Formar la ecuación de la tangente a la línea y = 2? + 32° — 
2—5, perpendicular a la recta 2r — 6y + 1 = 0. 

En los ejercicios 830—833 formar las ecuaciones de la tangente: 
у de la normal a las líneas que se indican. 

ES = sen zen el punto M (zo, Yo): 


= Mh zen el punto M (zo, Vo). 
832. у= Lo en el punto cuya abscisa es 22a. 


833. jg E. (cisoido) en el punto M (zs, Yo): 

834. Mostrar que la subtangente a una parábola de n-ésimo orden, 
y = a” es igual a -L parte de la abscisa del punto de contacto. 

Indicar el modo de construir la tangente a la línea y = z". 

835. Hallar las subtangentes y las subnormales a la línea y = 2°, 

A = д3, zy! = 1. Indicar el modo de construir las tangentes a las 
neas. indicadas. 

836. Formar las ecuaciones de la tangente у de la' normal a la 
parábola z? = 4 ay en su punto (zo, Yo). Mostrar que la tangente en 
el punto cuya abscisa es z, =, 2am tiene la siguiente ecuación = 
A kame 7 " 

837. La cuerda de la parábola y = z* — 22.+ 5 une los püntos 
cuyas abscisas son z, = 1,2; = 3, Formar la ecuación de là tangente, 
a la parábola paralela а la cuerda. . ER Y 

838. Formar la ecuación de la normal a la línea у= 
en el punto cuya abscisa es =3. ы 

839;, Formar la ecuación dé la normal а la línea у = —Vz +2, 
en el punto de su intersección, con. la, bísectriz del primer. ángulo, 
coordenado. 


E 
x 
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+: 840, Formar la ecuáción de la normal à la parábola y = z* — 
—6z + 6 perpendicular а Ja recta que une el origen de coordenádas 
con el vértice de la parábola. 
^3 841. Mostrar que las normales а la línea y = 
das en los puntos cuyas abscisas son д = 0, zs 
cortan en un solo punto. 
842. En los puntos de intersección de la recta z —y + 1 = 0 
y lo parábola у= 22 —£ +5 están trazadas las normales a la 
arábola. 
З Hallar-el área del triángulo engendrado por las normales y la. 
Cuerda que subtiende los referidos puntos de intersecci 
843. Mostrar que. Jas tangentes a la hipérbola y == 2—5 en los 


puntos de su intersección con los ejes de coordenadas son paralelas 
entro sí. i 


Ei ig 9 
844. Trazar la tangente a la hipórbola у= E de modo que 
atraviese el origen de coordenadas. 
845. En la línea y n= hallar el punto enel cual la tangento 


sea paralola al eje de abscisas. 
846. Hallar la ecuación de la tangente a la línea 


Cet traza- 
—4, ту = 5/2 se 


2 (z + y) = а (z—y 
en el origen de coordenadas. 


847. Demostrar que las tangentes a la línea: y == trazadas 
en los puntos en los cuales y — f, se cortan en el origen de coordena- 


as. 
848. Trazar la normal'a la línea y = 21а z que sea paralela a lai 
recta 22 — 2y + 3 = 0. , ) 
849. Hallar la distancia que media entre el origen de coordenadas 
yla normal a la línea y == e? + 2%, trazada en el punto z = 0, 
850. Construir la gráfica de la función y —sen (22—1/8) y hallar 
el punto de intersección de las tangentes a la gráfica, trazadas en 
los puntos cuyas abscisas son z, = Û y д, = 5л/12. 
851. Mostrar que la subtangente a la línea у = аё? (donde 
а-у son-constantes) tiene longitud constante en todos los puntos, 
852. Mostrar que la'subnormal a la línea у = z In (cz) (donde c es 
cualquier constante) en cualquier punto de la línea referida es la cuar- 
ta proporcional a la abscisa, a la ordenada y а la suma de la abscisa, 
y de la ordenada del punto referido. Я 
853. Mostrar que cualquier tangente а la línea | 4x 


VTA. š 


5e 
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so cortajcón el eje de ordenadas en un punto equidistante entre el 
punto¡de¿contacto y el origen de, coordenadas. 


854. . Mostrar que la tangente a la elipse 5+6=1 en el 
punto Mi(z, yo) tiene la siguiente ecuación P =1. 
“a, 855. Mostrar-que la tangente a laihipérbola 2р — 7 —1 en el 


punto: Mj(z, yo). tiene la siguiente ecuación 22—990 ==1. 


856. Demostrar que la normal à la elipse ёп cualquier punto quo 
le pertenezcafdivide en dos el ángulo entre los radios focales de este 


Fig. 21 


punto (véase la fig. 21). Deducir el procedimiento para construir la 
tangente y la normal a la elipse. 


857. Forinár las écnaciones de las tangentes a la hipórbola 57 — 
— Ê = 1 que sean perpendiculares а Ja recta 02 + 4y —3 = 0. 


858. Una recta pasa por el origen de coordenadas у es paralela 
а la tangente trazada a una curva en un punto cualquiera: M de la 
misma. Hallar el lugar geométrico Р de los puntos de intersección: 
de la recta referida con una recta que sea, paralela al eje de ordénadas 
y que pase por el punto M. ti 1 

Hallar tales lugares geométricos para a) Ја parábola y? = 2pz, 
b) la logarítmica y = logs т, c) la circunferencia- z? + y* = af, 
d) la tractriz 


EA 


§-2 Difereüciación de las funciones вз 


Еп los. ejercicios 859=—864-ҺаНаг los ángulos que[se forman al 
cortarse las líneas que se indican, 


К 2 
859. 1) v==5 e y, 
^st 09) y (a yr. 


860, 1) 2 +j®=8 e у= 22, 
2) RA y Pi 
[P = 
,862. 2+ = Baz e pei 
863. = 


БЛ ваз 

dj oy m pui 

= епт e y = созт (0< z < я). 

865. Formar la ecuación de la tangente у de 1а normal a la línea 


۱ 
HE 
en el punto cuya abscisa es a. 
806. Demostrar que la suma de los segmentos formados en los 


ejes dê coox опадна por la tangente а la curva E) + iA BE es igual 
a a para todos sus puntos. ۴ i a 


867. M Mostrar que el segmento de la tangente a la astroido 29-- 


ys = d ‘limitado рог los ejes de coordénadas tiene longitud 
éonstanté e igual a а. 
868. Demostrar que el segmento de la tangente a, la tractriz 


yeu к= Sys yaza 
limitado por los ejes de ordenadas y el punto de contacto, tiene 
longitud:constante. 

- 869, Mostrar que para. cualquier punto M (z, yo) de la hipérbola 
equilátera 2? yê == а el segmento de la normal desde el punto M 
hasta el punto. de intersección con el eje de abscisas es igual al radio 
polar del punto M. 

870. Mostrar que el segmento cortado en el eje de abscisas por la 
tangente en un punto cualquiera de la curva 5-57 DA, es propor- 


cional al.cubo de la abscisa, del punto de rdi 
. 874: Demostrar que la ordenada de cualquier. punto; ёе ја línea 
2y" — z* = c (donde c es una constante) .es una media proporcional 
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;entre la abscisa y la diferencia entre la abscisa y la subnormal.ttáza- 
da a la línea en el mismo punto. А 


872. Dadas las elipses 254-25 = 1 cuyo eje 2a:es común; mien- 
tras quo los ejes 2b son diferentes (véase la fig. 22), demostrar que las 


y 


tangentes trazadas en los puntos cuyas abscisas son las mismas, se 
'cortan en un mismo punto que pertenece al eje de abscisas. Valiéndo- 
se de ello, señalar un procedimiento “sencillo para construir la 
tangente a la elipse. 

873. Mostrar que la línea y = е 
зеп mz toca cada una de las líneas 
y = е, у = —e** en todos los pun- 
los que son comunes para ellas. 

874. Para construir la tangente a 


la catenaria y = ah se procede 


de la manera siguiente: en la ordena- 
MN del punto M, que ¡sirve<de 
diámetro, se traza una semícircunfe- 
rencia (véase la.fig, 28) y se marca la 
cuerda: NP = а; la recta MP será la 
Fig. 23 tangente Ьизбада. Demostrarlo. 


Derivación. gráfica 


875. Al pasar la corriente eléctrica por el devanadó “del electro- 
imán de un motor'ha sido medida la temperátura, lo cual ha dado 
“los siguientes resultados: 


$ 3. Diférenciäl:-Diforenciabilidad de la función и 


"Tiempo: (en min) . 
sf Temperatura Ө °С. 


Tiempo ¢ (en min)... ~ 
Temperaturt Ө °С is 


> Сойзігиіт, una gráfica aproximada de la dependencia tontinua 
de la temperatura en función del tiempo. Después de haber efectuado 
la derivación gráfica, construir la gráfica que muestre а qué veloci- 
dad varía la temperatura en función del tiempo. 


Fig. 2 


876. La fig. 24 presenta la curva de la subida que efectúa la vál- 
vula de admisión del cilindro de una máquina de vapor (de baja 
presión). Construir la curva de velocidad aplicando la derivación 
gráfica. 


$ 3. Diferencial. 
Diferenciabilidad de la función 


Diferencial 


- 877. Hallar el incremento de la función y = 2° correspondiente 
al incremento Az de la variable independiente. Calcular Ay, si z = 1 
y Az = 0,1; 0,01; ¿Cuál será el error (absoluto y relativo) del valor 
de Ay, si ве limita al término que contiene sólo el primer grado de Az? 

878. Hallar el incremento Др del volumen v de una esfera al 
aumentar el radio R = 2 en AR. Calcular Av, si AR = 0,5; 0,4; 0,01. 
¿Cuál será el error en el valor de Av, sise limita al término que contie- 
he sólo el primer grado de AR? 

879. Dada la función у = z* + 22, hallar el valor del incremen- 
to y de su parte lineal principal que corresponden a la variación de 
z desde z — 2 hasta z — 2,1. 
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880; ¿Qué incremiento récibe la función y =32% — z al pasar el 
, valor de la variable independiente de z, = 1 а z = 1,02? ¿Cuál es el 
| valor de la parte lineal principal correspondiente? Hallar. la razón 
' entre. los valores, segundo y primers 

| 7881. Dados la función у = f (z) y el incremento Az = 0,2 én 
¡un punto z, hállar la/dderivada en el ¡punto z, tomando. en considerà- 
¡ción que la parte principal. Correspondiente del incremento де la fun- 
| ción resultó. igual a 0,8... — 1 

882. Sen dada la función J (2) = que en un punto 
a incremento de la variable inde] 2 le EVA d 

da párt principal dél'inéremento de là función d/ (2), 

аг el valor inicial dé.]a variáble. independiente. б 

883. Hallar el incremento у la diferencial de la función у = 2° — 
— рага z= 10 y Az= 0,1. Calcular los errores absoluto y relativo 
que se obtienen al sustituir el incremento por la diferencial. Trazar 
la gráfica. 

884. Hallar el incremento y la diferencial de la función y = V z 
para х = 4 y Az = 0,41. Calcular los- errores absoluto y relativo. 
Trazar la gráfica. 

85. y = 22 — д. Para z = 2 calcular Ay y dy, dando a Az los 
valores Az = 1; Az = 0,1; Az = 0,01. Hallar los valores correspon- 
dientes del error relativo 


886. Para la función y == 2“, cuando z = 2 y Az = 0,4, hallar 
piisenente (trazando la gráfica en papel milimetrado a gran ésca- 
la) el incremento y la diferencial y calcular los errores absoluto 
y relativo al sustituir el incrémento por. lá «diferencial, 

887. El lado de un cuadrado mide 8 cm. ¿En cuánto aumentará 

su área ві cada.Jado se prolonga: en: а). 1 сш; b) 0;5 cm; с) 0,1 cm? 
Hallar la párte lineal principal del incremento del área del cuadrado 
y valorar el error relativo (en tanto por ciento) al sustituir el incre- 
mento por su parte principal. 
ı ^ 888, Es sabido que al aumentar- cada lado de, un cuadfado en 
0,3 cm la parte lineal principal del inicremento: del área constituo, 
2, 4 cm?*. Hallar la parte lineal principal.del inéreniento del área^que 
оңоро al incremento do cada 1айо өв: а) 0;6 êm; b) 0,75 cm; 
€) em. 

889. Hallarla diferercial de Jè. función: 


роуд 212; зт: e: 


Өрт D XI. چ وغ و‎ 


$ 3. Diferencial. Diferenciabilidad de la función 7 


14) (2440791) (4-V2); 1) EL zi 
14) (1+2—2), 15) tg2z; 16) 5intes; 17)2 855, , 
18) ine (FF) 19) $95; 20у y arenz Qnis 


91) Sátesen z— Дао -F Larecos. z— arttg z; 


1 Т 
22) 3779 .-32—4 үх. 
890. Calcular el valor de la diferencial de la función: 
4) у= v jp 2L-variar-la variable independiente desde = 


hasta z= E; 2) y=co8'p ala q desde 60° hasta 60°30; 


3) y=sen 2p al variar ф desde J hasta $C; 4) ymsondp al 

variar o desde -Æ hasta чег; 5) y=sen S al variar Ө desde E 
hasta Se E UR 

891. Hallar el valor aproximado del incremento de laifunción 

y = senz al variar z desde 30? hasta 30°41’. ¿A qué es. igual sen 3011? 

892, Hallar el valor aproximado del incremento de ila función 

= tgz,al variar т desde 45° hasta 4540", “Р к> 

893. Hallar el valor aproximado del incremento de, la función 


al variar т desde] -3- hasta 44i. 


894. p- kV cos2q, hallar dp. 


Н 
8052 "DE буз, Calcular dy para 2=1 y dr=0,2. 
896. Calcular aproximadamente sen 60%", sen 6018, Comparar 

los resultados obtenidos con los datos tabulares. , - 


897. Comprobar que la función у= ÈZ satisface Ja rela- 
ción 22% dy == (z*y* -- 1) dz. 

898. Comprobar que la función y definida por la ecuación arctg 2 = 
=InV z F y, satisface la relación z (dy — dz) = y (dy + dz). 


899. Y (2) = editi, Calcular aproximadamente f (1,05). 
‚ 900. Calcular arctg 1,02; arctg 0,974 | 


901, Calcular aproximadamente |/ SS La ү 


902. Calcular aproximadamente arcsen 0,4983: 
903. Si la longitud dejuù hilo: pesado: (cable, cadéna)'(vóase la 
fig. 25) es-igual а 2s, el medio tramo es 1, y la flecha és igual a f, 
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se tieno la igualdad aproximada 
s=1 (1424). 


a) Calcular qué cambio sufre la longitud del hilo al variar su 
flecha en la magnitud df. ч 

3) Tomando en consideración la variación ds que sulre la longi- 
tud del hilo (por ejemplo, al alterarse la temperatura o la carga), 
decir qué cambio se opera en la flecha debido a ello. 


«сер 
25 
Fig. 25 


904. Cuando se calcula un ángulo por su tangente у por su seno 
«оп ayuda de tablas logarítmicas, se cometen errores. Hacer un 
paralelo entre éstos, es decir, comparar la exactitud de los resultados 
obtenidos para el ángulo z con las fórmulas lg sen z = y y lg tgz = z 
‘si y y 2 son dadas con errores iguales. 

905. Al efectuar cálculos técnicos se recurre, muy a menudo, a la 
reducción de x y V к (р ез la aceleración de la gravedád) en el caso 
«en que uno de estos números está en el numerador y el otro, en el 
denominador. ¿Cuál es el error relativo que se. comete? 

906. Expresar la diferencial de la función compuesta por medio 
do la variable independiente y su diferencial: 


1) ye FFE; =P 4y; 2) зовоо, i^], 


F^ 
3) a arctg v, veri 4) v-3 *, ze lntgs; 


5уг=е, геш, 2002—3041; 


6) у= lntg Zu aresenv, о —cos2s. 


Diferenciabilidad de las funciones 


907. La función y = |z | es continua para cualquier 2. Com- 
probar que no es derivable cuando т = 0. 

908. .Efectuando un análisis, decir si la función y = |2* | para 
2 = 0 es continua y derivable., -. ЕГ wo 

909. La función f (z) está. definida «dela manera 'siguien' 
dz) = 1 +zpara z < 0; f (т) «= т para O< 2< 1; f (2) —2 
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pira i <7 2 y f (2) = Bz —2* para z > 2. Averiguar si la 
as f (ж) es continua y aclarar la existencia y la continuidad 
де «f (2). 

910. La función y =:| sén «z | es continua para cualquier =. 
Mostrar que no es:derivable cuando-z = 0. ¿Existen otros valores de 
la'variable independiente рага los cuales la función no sea derivable? 

$11. Averiguar si la función e-i es continua y derivable 
рата zo 0. j \ 

912, /(z) = son 2 рага 2520, /{0)=0, ¿Es derivable la tun- 


ción. ў (2) cuando z=0? 


para 2520, f(0)—0. ¿Es derivable y 


т 
éontinua la función Vis cuando zz 0? 

914, Dada la función f (z) = (4 (2 — 1)”, mostrar que la 
parte lineal principal del incremento de la función no es susceptible 
de ser despejada cuando z = 1 y, por lo tanto, la función f (z) no 
tiene derivada para z = 1. Dar la intepretación geométrica del re- 
sultado. 

915. f (2) = т aretg L para z 9&0, 7 (0) == 0. ¿Es continua la 
función / (2) cuando <= 0? ¿Es variable? Dar la interpretación geo- 
métrica del resultado. 

2 


916. (0) = Î para 2520 y f(0)-0. ¿Es continua la 


1+‹* 
función f(z) cuando z=0? ¿Es derivable? 


$ 4. La derivada como velocidad 
de variación (otros ejemplos) 
Velocidad. relativa. 


917. Un punto se mueve sobre la espiral do Arquímedes p = ag 
Hallar la velocidad de la variación del radio polar р respecto al 
ángulo polar tp. 

918. Un punto se mueve sobre la espiral logarítmica p = e*. 
Hallar la velocidad de la variación del radio polar si se sabe que 
gira con velocidad angular o. 

” "919. Un punto se mueve sobre la cicunferencia p = 2r cosp. 
Hallar la velocidad de la variación de la abscisa y la ordenada del 
punto si el radio polar gira con velocidad angular o. En este caso 
el ejo polar desempeña la función del de las abscisas, y el polo ha de 
sor considerado como el origen del sistema de coordenadas cartesianas. 
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920. Un círculo de radio R rueda, sin deslizarse, sobre una recta. 
El centro del círculo. se mueve con velocidad constante v. Hallar la 
velocidad de la variación de la abscisa z y la ordenada y para un 
punto que pertenece ‘al. límite del círculo. 

921. La presión batométrica-p sufre alteraciones: al: variar ila 


altura h de acuerdo con là función In 2-=ch, donde p; es la presión 


normal y c es una constante. A la altura de 5540 m. la presión “alcanza 
la mitad de la normal, Hallar la velocidad de la variación de la 
presión barométrica en función de la altura. 

922. Entre y y z existe la relación y* = 12z. El argumento т 
creco uniformemente a una velocidad de 2 unidades por segundo. 
“¿A qué velocidad auménta y cuando z =-3? 

923. La ordenada del punto que describe la cireunferencia 
a? + y? = 25 decrece con una velocidad de 1,5 cm/s. ¿A qué veloci- 
dad varía la ábscisa dol punto cuando la ordenada lléga а ser igual 
а 4 cm? 

924. En qué punto de la elipse 16z* + 9џ° = 400 la ordenada 
decrece con la misma velocidad con que crece la abscisa? 

925. El lado de un cuadrado aumenta con velocidad v. ¿Cuál 
es la velocidad de la variación del perímetro y del área del mismo en 
el momento en que su lado llega а ser igual a a? 

926. E! radio de un círculo cambia con velocidad v. ¿Cuál es la 
velocidad de la variación de Ja Lg ng de su circunferéncia y del 
área en el momento en que su radio Пера a ser igual a т? ^ , 

927. El radio de una esfera cambia con velocidad v. ¿Con qué 
velocidad varía su volumen y su superficie? 

928. ¿Para qué valor del ángulo su seno varía dos veces más lento 
que el argumento? 

929..¿Para qué valor del ángulo son iguales las velocidades de 
la variación de su seh y. de su tangente? 

930. La velocidad del crecimiento. del.seno aumentó en п veces. 
¿Cuántas veces aumentó la velocidad 'del crecimiento de la tangente? 

931. Su mos que el volumen del tronco de un árbol es pro- 
quu. al cubo de su diámetro y que ésté crece de año en año uni- 
ormemente. Mostrar que la velocidad del crecimiento del volumen, 
siendo el diámetro igual a 90 cm;-es 25 veces mayor que la del creci- 
miento para el caso del diámetro igual а 18 cm. 


Funciones- dadas en: forma; paramétrica 


932..Probar-si un punto dado, рог las coordenadas cartésianas 
está enla línea cuya: ecuación se da. en forma garmmétrica: а) ¿Está 
el punto (541) sobre la circunferencia z == 2 + 5 cos t, y = 
+5 sen 07.) ¿Está el punta (2, V 3)- sobre la; eircunferenci. 
= 2 costy у = 2 seni? * 


$ 4. La; derivada como velocidad de variación т 


933. Construir las gráficas de las funciones dadas en forma para- 
métrica: 

а) с = 3 соз t, y = 4 зеп t; b) z= 0—20, y= й +2; 

©) = cos i y= t H2 sen ti d 2= 2, y — (83 1 

934. De las ecuaciones que dan Ја función en forma paramétrica 
eliminar el parámetro: · > 

Ape =3t, y mbt 1%; 2) z= cos f, y ==sen 2t; > 

Biz pA, y S 4) д = ф sen p, у = 17 — совр; 

Б) z.— tg t, y = sen 2t - 2 соз 2t. " 

935. Hallar el valor del parámetro que corresponde a las coor- 
donadas dadas del punto sobre la línea cuya ecuación se da en forma 
paramétrica: 

4) z =3 (2cos t — cos 22), y == 3 (2 sen t sen 2t; (—9, 0); 

2) же 5-2, y — H t (3, 2); 

3z22tgty sen*t + sen 2t; (2, 2); 

4) z= č —4, у= —1; (0, 0). 

En los ejercicios 036 —945 hallar las derivadas de y respecto а z. 


936. z= acosq, y=bsen ф. 
937. х =асов'Ф, y=bsen' q. 
938. z=a(p— sen $), у=а (1 —cos p): 
939. 2=1—#, y-t—8. 


940. 2 EL, 


941. == (1 4-£), 
942. z—q(1— sen 9), 


943. х=- ст 


944. х= е! sont, 


За 
945. 2= s, 


En los ejercicios 946—949 hallar los coeficientes angulares de las 
tangentes a las líneas que se indican. 

946. = = 3 cos t, y = 4 sen t en el punto (3/2/2, 2/2). 

947. z =t:— t, у= ё — 8 on el punto (0,0). 

948. х= +1, y=£+1+1 en el punto (1,1). 

949. z == 2 соз t, y = sen {еп е1 punto (4, —V 3/2). 

+950. Para la línea dada paramótricamente- mostrar" la -relación 
entre cl parámetro ? y el ánuglo æ que forma la tangente а 1а línea 
con el ejo de abscisas. $ 
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| к= cos i--tsont— iost, 
1 


а 
= зеп t—tcos L> sen t; 


2) z =a cosi, y =a зеп? i; 


3) z—acos tV 2cos2i, y= a sent V Zcos2l.. 


951. Comprobar que la función dada en forma paramétrica median- 
te las ecuaciones г = 2t -+ 32, y = 2 -+ 209 satisface la relación 


у= у? + y” (la prima denota la derivación con respecto a z, 
esto es, у = E). 

952. Comprobar que la función dada en forma paramétrica 
mediante las ecuaciones z- 0, y~ Êy +Ã satisfaco la rola- 
ción zy* 2 14-y' (=). 

953. Comprobar que Ja función dada en forma paramótrica median- 
te las ecuaciones = == с 24, у = sh2t satisface la relación 


w —z-0(v-3). 


954. Comprobar que la función dada en forma paramótrica_me- 
diante las ecuaciones 


= _ь14+Уї+@ 
o, ,پا ر‎ 


satisfaco la relación МУТУ? = (у=). 
955. Comprobar que la función dada en forma paramétrica 


mediante las ecuaciones += 12184, y 347 satisface la rela- 
ción ий =22y244 — ( =). 
956. Hallar-los ángulos que se forman al cortarse las líneas: 
mm > cU 
Т E ' MR TFE 
узац D tame |, нут 


957. Mostrar que cualquiera que зва: la posición del círculo: ge- 
nerador de una cicloide, la tangente у 1а: normal èn el punto cortes- 
pondiente de la cicloide pasan por su purto superior e inferior, rese 
pectivamente. 
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958; Hallar las longitudes: 
gente y la subnormal a la cardi. 


Qs tangente, la normal, la subtaz- 
le- n 


x= а (È cost — с0821), y = а (2 sen t — sén 22) 


en un punto cualquiera de ésta. 
959, Hallar Jas longitudes de la tangente, la normal, la subtan- 
gente, la subnormal a la astroide 


z = а зеп?!, y = а cost 


en uni<punto cualquiera de ésta. 
60. Demostrar que la tangente a la circunferencia 2? + у? = a? 
es, al mismo tiempo, la normal a la evolvente de la circunferencia. 


ж = a (cost + t sen 1), y = a (sent — t cost). 


961. Hallar las longitudes de la tangente, la normal, la subtan- 
gente yla subnormal a la evolvente de la circunferencia (véanse las 
ecuaciones de. ésta en el ejercicio anterior). 

962. Demostrar que el segmento de la normal a la curva 


ж = 2a sent + a sen t соз? t, у= — а сов? t, 


limitado por los ejes de coordenadas, es igual а 2а. 

En los ejercicios 963—966 formar las ecuaciones de la tangente 
у la normal а Jas líneas que se indican en los puntos citados. 

963. x= 2e"; у=є* рага £20. 

964. = = sent, у = соз 2 рага t= 1/6 


965. a y=tgi+ogtt para t=x/4, 


966. 4) چ = ر ا‎ рага 1= 2; 
z= t (tcost—2 sent), x 

2 ( y=t(tsent+2c0s ), P t=T 
3) e sont, ya! para £=0, 


967. Mostrar que en dos puntos de la cardivide (véase el ejercicio 
958), los. cuales corresponden a los valores del parámetro f que se 


diferencian en -2- л, las tangentes son paralelas. 


968. Demostrar que si las líneas OT y ON son las perpendicula- 
rés bajadas desde el origen de coordenadas hasta la tangente y la, 
normal а la ástroide en cualquiera de sus puntos (véase el ejercicio: 
959), ве Meno 


4.0T* + ON? = а?. 
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2 969 Hallar la longitud de la perpendicular bajada desde el 
origen de coordenadas hasta la tangente a la línea 


25 == a (3,008 t + соз.3/), 2y = a (3 sen t -+ sen 31). 


Mostrar que 4p* = 3p*+4a*, donde p es el radio polar del punto 
dado, y p.es, Іа longitud de dicha perpendicular. 


Velocidad de la variación del radio polar 


970. Dada la circunferencia p = 2 г sen q, hallar el angulo Ө 
formado por el radio polar y la tangente, y el ángulo a que forman 
entre sí el eje polar y la tangente. 

; 971. Demostrar que para la parábola p = a sec*- la suma de los 


ángulos formados por la tangente con el radio polar y el eje polar, 
es igual a «dos ángulos rectos. Valiéndose de esta propiedad construir 
la tangente a la parábola. 


972. Dada la línea p = а зеп? Ӯ. 4 (concoide), — que а = 40 
(las designaciones son las que se dá en el ejercicio 970). 
973. Mostrar que dos parábolas p=a sec $- y p=b cose t 


se cortan formarido un ángulo recto. 
974. Hallar el valor de la tangente del ángulo formado entre el 
eje polar y.la tangente a la línea р = a sec *o en los puntos en que 


a. 

975. Hallar la сарое del ángulo formado entre el eje polar 

ya línea tangenté en el elem de coordenadas: 1) a la línea p == sen*p 
).a la línea р == sen 30. 

976. Mostrar que. dos cardioides p = а (1 + cos 9) y p= 
=a (1 — соз ф) se cortan formando un ángulo recto. 

977. La ecuación de la línea en las coordenadas polares es dada 
en forma paramétrica: р = f, (4), Ф = f, (0. Expresar la tangente del 
ángulo 0 formado entre la línea tangente y el radio polar, como 
función de t. 

978. Una línea viene dada mediante las ecuaciones р = а, 
. Hallar el ángulo entte el radio polar:y la tangente: 

$5. “Dada la elipse: z = á cos-t; y =. sen t, expresar elvradio 
polar p y el ángulo polar q como función del parámetro £. Valiéndose 
de la forma así obtenida para dar la elipse, calcular el ángulo forma- 
do entre la tangente y el radio polar.' 

So ¡llama subtangente polar-a. la proyección del segmento de la 
tangente desde el punto de contacto hasta sù intersección con: la per- 
pendicular levantada al radio polar-en el polo, sobre dicha perpen- 

licular. De análoga manera se define la subnormal polar. Tomando: 
«ота consideración, resolver los problemas de los ejercicios 980— 


q. 


_$ 4. La derivada como velocidad de variación 81 


980. Deducir la fórmula para la súbtangente polar у la subnor- 
mal polar de la línea р = f (Ф). 

981. Mostrar que la longitud de la subtangente polar de la espiral 
hiporbólica Р = es constante: 

982. Mostrar que la longitud de la subnormal jolar de la espiral 
de Arquímedes p = ар és constante. 


988, Hallar la longitud de la subnormal polar de la espiral loga- 
rítmica р = af 


984. Hallar la longitud dela subnormal polar de la espiral lo- 
garítmica p = a?. 


Velocidad de la variación de la longitud 


En los ejercicios 985 —999 s designa la longitud del arco de la 
línea correspondiente. 


985. La recta y=ax-+b; E 


986. La circunforencia 2+ rt Lan? 


987. La elipse J + =1; =? 

988. La parábola y? = 2pz; ds =? 

989. La parábola semicübica y? = az"; =? 
990. La sinusoide y = sen z; de = ? 

991. La catenaria y= EZ 


(y ch 2); xe 


992. La circunferencia z-rcost, y=rsent; de? 


993. La cicloide z= a ({—зеп4), ya (1—cost); $=? 


994. La astroide т = а cos, y = a sen?t; ds = 5 
995. La espiral de Arquímedes т = at sen t, y = at cos t; ds =? 


"ML 
996. La cardioide { Pi E dm 
997. La tractriz 
20 (сове), y=asent; de? 
998. La evolvente de la circunferencia 
ж=а (cost 4- son t), y =a (sen t—t cost); Le 


999. La hipérbola z = a ch t; y = a sh t; ds =? 
6-0176 
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Velocidad del movimiento 


1000. Una escala, que mide 10 m de longitud, tiene apoyado su 
extremo superior contra una pared vertical, Su extremo inferior se 
halla apoyado en el suelo y se desliza apartándose de la pared a 2 та 
por minuto. ¿A qué velocidad va descendiendo el extremo superior 
de la escala cuando el inferior dista 6 m de la pared? ¿Cuál es la di- 
rección del vector de la velocidad? 

1001. Un tren y un globo aerostático parten de un mismo punto 
simultáneamente. El tren se traslada a una velocidad uniforme de 
50 km por hora. El globo sube (también uniformemente) a 10 km por 
hora. ¿A qué velocidad se aparta el uno del otro? ¿Cuál es la direc- 
ción del vector de la velocidad? 

1002. Un hombre de 1,7 m de estatura se aleja, a 6,34 km por hora, 
de una fuente luminosa que se encuentra a 3m de altura, ¿A qué 
velocidad se traslada la sombra que proyecta su cabeza? 

4003. Un caballo corre a 20 km por hora a lo largo de una circun- 
ferencia en cuyo contro se halla un farol. En el punto inicial de la 
carrera del caballo está situada una cerca que sigue la dirección de la 
tangente a la circunferencia referida, ¿A qué velocidad se desplaza 
la sombra del caballo a lo largo de la cerca en el momento en que 
éste ha recorrido 1/8 de la circunferencia? 


s 
3 
Fig. 26 
4004. La fig. 20 muestra, de manera esquemática, el mecanismo 


de manivela de una máquina de vapor: A es la cruceta, ВВ' son las 
correderas de la cruceta, АР es la biela, P es el gorrón de manivela, 
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Q es ol volante. El volante, de radio R, gira uniformemente con 
velocidad angular о: La longitud de la biela es igual a 1. ¿Cuál es la 
velocidad que tiene la cruceta al desplazarse, en el momento en que 
el volante ha girado un ángulo a? 

1005. Un- volante que había dado 80 vueltas por minuto quedó 
roto. El radio del mismo mide-0,9 m. Su centro se halla levantado 
por sobre el suelo, la distancia entre ambos,-en línea vertical, mide 
1 m. ¿Cuál es la velocidad a que efectuará su caída hacia”el suelo 
el pedazo roto (designado por la letra А en la fig. 27)? 
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Punciones dadas en forma explícita 


yc? 
1008. / (z) = (z + 10°; 7” (2) = 
1009. f (2) = z* — 4z? + 4; ЛУ (1) = ? 
1010. y = (2 + 0*5 y =? 1014. y = соб; у" = ? 
1012. f (2) = e*-5; 787 (0) = ? 1013. f (2) = arctg z; f" (1) =? 
1 


1014. f(2)= ¡8 @ =? 


1015. у= z^ luz; ИУ? 1016. (0) = y (me? 


di 1.: 
1017. р=азеп 2ф; q =? 1018. y= 7 


En los ejercicios 1019 —4028 hallar las segundas derivadas de las 
funciones 


z 
; y"=? 
zi ym? 


1019. y = ze, 1020. y= Lr. 

1021. у= (1-4 22) aretg r. 1022. у= Уа 22. 
1023. у= In (z--V 13-29. 1024. VT 

1025. y =eV*, 1026. y = V 1— 2? arcsen z. 


1027. агозеп (a sen z). 1028. y = z^. 
En los ejercicios 1029—1040 hallar las expresiones comunes para 
las derivadas de n-ésimo orden de las funciones: 


1029. у= е, 1030. ye. 
1031. y= sen az + cosbz 1032. у= sen? z. 
1033. y— ze". 1034. у= zin z. 


ge 
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‚ 4035. y => 1036. y=1n (az +5). 
1037. y= loga 2. 1038. y= .ی‎ 
1039. y Rr. 1040. у = sentz +cost a. 


1041. Demostrar que la función y = (2° — 1)" satisface la 
relación ^ 


(è Кре +. длу" — п (n + y == 0. 

1042. Demostrar que la función y = e sen z satisface la relación 
y" —2y' + 2y = 0, mientras la: función y = e”* sen т satisface la 
relación y” +2y'+ 2y = 0. 

m 2-3 " ч, 

06, Опора que la-función y “> satisface la relación 
20% = (y —1) y". 

1044. Demostrar que la función у = V 27 
ción yy" +1 = 0. 

1045. Demostrar que la función y = e% + Фе-* satisface la rela- 
ción y" — 13y — 12y = 0. 

1046. Demostrar que la función y = eV* + e- УХ satisface la 
relación ay" + Ly ру 0. 

1047. Demostrar que la función у = cose“ sen е" satisface la 


relación y" — y' + ye** = 0.- 
1048. Demostrar que la función 


‚у= A sen (ot + 09) + B cos (ot + o) 
(A, В, о, оо зоп constantes) satisface la relación 
Py 
r +oy=0. 
4049. Demostrar que la función ` 
ag + ауе" + аз cos nz + a, sen nz 


tisface la rela- 


- " 
(aj, d, às, s, n son constantes) satisface la relación FL = nt. 
+ 1050, Demostrar que.la función y' == sen (n. arcsen 2) satisface la 
relación (1—29) y^ — zy. Fry 5 0, 

1051. Demostrar que la función e“arceenz satisface la relación 
) —a?) y" —ay" — ау = 0. s 

1052. Demostrar ‘que la función y =(z4- V 2241)" satisface la 
relación (1-22) y" -«-zy' ky #0. 
^" 
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1053." Demostrar тө la expresión з) no varía 
si sustituimos y por — Ll; esto es, si ponemos у= уг, se tiono f — 
3 
-4 (#4) =s. 


1054. Sea dado y=} (2). "dec LE mediante 3, = 


Mostrar que la fórmula = es susceptible de ser redu- 
cida а la forma ۶ 


T‏ 1 1 پام 
"api а ү?‏ 
"em‏ 2( 
Sea dado Р (2) = f (2) -p (z) siendo /' (2)p' (z)— C. Demos-‏ .1055 
trar que‏ 
хе E a‏ 


Fe Leg y FL 
Funciones dadas en forma implícita 
1056. bat- aty? = a; LL 2 
1057. Pyt=r SEL? 1058, y tg (ed A 


1059, se 14-10 =? 1000. jp — Suzy m0; y'=? 
1001. y sen (zy); y'=? 1062. елу; y'=? 
1063. Doducir 1а fórmula para la segunda derivada de la función 
inversa- a la dada y = f (z): 
1064. еу + ту = e; hallar y" (z) para z = 0. i 
1065. y2=2px; hallar la ión ==. 
yh 2p; hallar la oxpresión ее Ez 


1066. Comprobar que de j*-z*e- R? se deduce k=  , donde 


ШЕ. ЧЫ 
ЖЕГЕНИ 


1067. Demostrar que si 
аз? + 2bzy + cy? + 2gz + Uy + = 


se tiene 


dy ے‎ 27291 Фу | 
dr apati Y TB 


donde A es una constante que no depende de z e y. 


88 Cap: III. Derivada y Diferencial 


x E 
1068. Demostrar que si (a + bz)e* = х, se tiene 
Py (dy 2 
e (Ey). 


Funciones dadas en forma paramétrica 


Wir pe مک‎ 


dz 
E: 

1070. z—acost, у=азәп F=? 

НЕ - . у 

1071. z—acost, y=bsent =? 


1073. 1) acosvt, y=asen i; 
2) z—acost, y=asen? t; 
1074. 1) z— Ini, у=е—1; 


2) z—arsent, у= (18); 


1075. z—atcost, y =atsen t; 


1076. Demostrar que la función y = f (z) dada mediante las 
ecuaciones paramétricas y = е! cos £, z = e' sen t, satisface la rela- 
ción y” ( + y = 2 (zv —y)- 

1077. Demostrar que la función y = ў (х) dada paramétrica- 
mento mediante las ecuaciones y = 3t — fF, = = 3f satisface la 


relación is 
36у" (у — 32) =x + 3. 

1078. Demostrar que la función dada paramétricamente mediante 

las ecuaciones # 
z= sen t, y = sen kt, 
satisface la relación. 
(LL + =0. 
1079. Demostrar que si 
z = f (соз: —f' (t) sen t, y = f (t) sen t (0) cos t 


se tiene 
а = ё? + dg = 1] (0) +1 (00 de. y 
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Aceleración del movimiento 


1080. Un punto efectúa. movimiento rectilíneo, siendo s=$ f — 


— 1+5. Hallarla aceloración a al finalizar el 2 segundo (s está expre- 
Sada en metros; t, en segundos). 

1081. Un movimiento rectilíneo se efectúa de acuerdo con la 
fórmula s=. = 4t + f. 

Hallar la velocidad y la aceleración del movimiento. 


1082. Un punto efectúa movimiento rectilíneo, siendo = х 


x зеп E + sp. Hallar la aceleración al finalizar el primer segundo 
(s está expresada en cm, t, en s). " 

1083. Un punto efectúa el movimiento rectilíneo, siendo s = Vt. 
Demostrar que el movimiento del punto es retardado y que la acele- 
ración a es proporcional al cubo de la velocidad v. 

1084. Una viga pesada, que mide 13 m, se zz 
hace descender hacia el suelo de la manera siguien- 
te (véase la fig. 28): su extremo inferior está 
sujeto a una vagoneta, mientras que el superior 
se mantiene fijo con un cable devanado en un 
cabrestante. El cable va desenrollándose a 2 т 
por minuto. ¿Qué aceleración experimenta la 
vagoneta cuando se aparta rodando, en el mo- 
mento en que dista 5 m del punto 0? 

1085. La cubierta de una barcaza se encuentra 
4 m más abajo de la altura del muelle. Tirando 
de la barcaza, la hacen acercarse para que so 
ponga al lado del muelle, mediante un cable el 
cual va devanándose on un cabrestante a 2 m por 
segundo. ¿Qué aceleración experimenta la barcaza " 
al moverse, en el momento en que dista 8 m Fig. 28 
del muelle (en línea horizontal)? 

86. Un punto efectúa movimiento rectilíneo de manera 
que su velocidad varía proporcionalmente a la raíz cuadrada del 
trayecto recorrido. Mostrar que el movimiento se efectúa al actuar 
una fuerza constante sobre el punto indicado. 

1087. So tiono un punto material sobre el cual actúa una fuerza 
inversamente proporcional a la velocidad del movimiento del punto. 
Demostrar que la energía cinética del punto es la función lineal del 
tiempo. 


Fórmula de Leibniz 


1088. Aplicar la fórmula de Leibniz para calcular la derivada: 
1) Ца? + 4) son «ө; 
2) (e sena)”; 3) (z sen az). 
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1089. Mostrar que si y = (1 — z)-*e7**, so tiene 
di 
(1-24 =алу. 
Aplicando la fórmula de Leibniz mostrar que 
(1—2) y0+0— (п ал) y — nayd 0. 


1090. La función y= e**rc*e2 х satisface la relación (1 — z?) 
—zy/ —aly=0 (véase el ejercicio 1051). Aplicando la pue de 
Leibniz y derivando esta igualdad n veces, mostrar que 
((—22) y0+D— (2n $ 1) zy — (n? + 02) y — 0. 
1091. Mostrar que 
(£** cos bz) =r"e** cos (bz -- ng), donde re V FFF, tgo. 
¡yg Alicando la fórmula de Leibniz, llegar a Jas siguientes fórmu- 
las: 
т^ cos np =a" — Сїа”-Чл + С%а"-Ча — 
т^ зеп ng = Cla?-!b — C3a" 3b + Ca... 
1 
H х 
1092. Demostrar que (27-428) (—1)" Ez. 


1093, Магна que la función у = arcsen z satisface la relación 
(1 — zy” = zy'. Aplicando a ambos miembros de esta ecuación 
la fórmula ra Leibniz, hallar y" (0) (n > 2). 

1094. Aplicando la fórmula de Leibniz n veces, mostrar que la 
función y = cos (m arcsen 2) satisface la relación 


(1 — aye? — (2n + 4) хуно + (m? — è) y = 0. 
1095. Si y = (arcsen z)*, se tiene 

Ü айу — (n — 1) zy — (n — 1 yn = 0. 
Hallar р (0), y” 0) 1..., y" (0). 


Diferenciales de ordenes superiores 


1096. у= 7/3 Py=? 1097. y— z^; d'y —? 
1098. у= (z--1)* (z—1)5; diy=? 
1099. y = 47 dy = ? 
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1100. y=arctg(Ltgz); у=? HOU. y=/ z=; dy? 
1102: у = sen*z; d*y =? 1103, p? cos*g — a? sensg = 0; d'p =? 
5 y 


2 
1104. 3+y 
1105, ye inj; 2=tgf expresar dy mediante; 4) z y de, 


2) t y а. 
1106. y = sen 2; z= ař; z = P; expresar dj mediante: 1) z 
y dz, 2) ху dz; 8) t y dt. 


2 
d dye? 


Capítulo IV 


Análisis de las funciones 
y de sus gráficas 


$ 1. Comportamiento de la función 


1107. Mostrar que el punto т == 0 es el punto del mínimo de la 
función 


y = Bat — Aa 1204, 

1108. Partiendo dela definición de la función creciente y decrecien- 
te y de los puntos del máximo y del mínimo, mostrar que la fun- 
ción y == а®— 32-42 crece en el punto z, = 2, decrece en el punto 
т, = 0, alcanza su máximo en el punto лу = — 1 y su mínimo en 
al punto z, = 1. 

1109. Igual que en el ejercicio 1108, mostrar que la función 
y = cos 2z crece еп el punto z, 3E, docrece en el punto = 5, 
alcanza su máximo en el punto za=0 y su mínimo en el punto 
а= 5. 

1110. Sin recurrir al concepto de la derivada, analizar el compor- 
tamiento de la función dada en el punto = = 0: 


W4ymi-z5  2)y-2—253) у=} 4) у=} 25 
5) y21—i/25 6) у=; 7) у= | (za DE 


з 
8) y ect 9) у= У 3-2. Й 
1111. Mostrar que la función у = ln (z? + 22 — 3) crece еп el 

punto z, = 2, docrece en el punto z, = — 4 y no tiene puntos esta- 

cionarios. 
1112. Escla:ecer el comportamiento de la función y = sen z + 

+ соз 2 en los puntos ту =0, ху==1, z,— — 5 y д = 2. 


1113. Esclarecer el comportamiento de la función y = z —la z 
en los puntos 2, = 4/2, 2, = 2, ту = е y z = 1 y mostrar que si la 
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función dada crece en el punto z = a > 0, en cambio, decrece en el 
punto. 1/a. 
1114. Esclarecer el comportamiento de la función 


y = z arctg z 


en los puntos тү = 1, ту = —1, лу = 0. 
1113. Esclarecer el comportamiento de la función 


ТЕ BM рига 250, 
t- para z0 


en los puntos z, = 1/2, z, = —1/2 y zs = 0. 


$ 2. Aplicación de la primera 
derivada 
Teoremas de Rolle y Lagrange 


1116. Verificar la validez del teorema de Rolle para la función , 
у = 22 + 42? — 1ш — 10 en el intervalo 1—1, 2]. 
1117. Verificar la validez del teorema de Rolle para la función 


y = 1n sen z en el intervalo [F, E). 


1118. Verificar la validez del teorema de Rolle para la función 


y = 4"^* en el intervalo 10, л]. 
1119. Verificar la validez del teorema de Rolle para la función 


у= z Зе 2 en el intervalo И, 2). 
1020. La función у = ZÊ toma valores iguales en los extre- 


mos del intervalo [—1, 11. Mostrar que la derivada de dicha función 
no se reduce a cero en parte alguna del intervalo [—1, 1], y explicar 
esta desviación del teorema de Rolle. 

1121. La función y = | z | toma valores iguales en los extremos 
del intervalo [—a, а}. Mostrar que la derivada de dicha fonción no 
se reduce a cero en parte alguna del intervalo [—a, a], y explicar 
esta desviación del teorema de Rolle. 

1122. Demostrar el siguiente teorema: si la ecuación 


а? + аат +... + алаа = 0 
tiene la raíz positiva z = zy, la ecuación 
лау "3 + (n — 1) aa" +... + ам = 0 
también la tiene, siendo esta raíz menor que ту. 
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1123. Sea dada la función f(s) = 1 +" (z —1), donde 
m y n son números enteros positivos. Sin calcular la derivada, mos- 
trar que la ecuación f' (2) = 0 tiene, por lo menos, una raíz en el 
intervalo (0, 1). 

1124. Mostrar que la ecuación 2% — 32 + c = 0 no puede tener 
dos raíces distintas en el intervalo (0, 1). 

1125. Sin calcular la derivada de la función 


12) = (к —1) (2 — 2) (2 — 3) (2 —4), 


esclarecer cuántas raíces reales tiene la ecuación /' (z) = 0 e indicar 
en qué intervalos están. 

1126. Mostrar que la función f (z) = a" pz + g no puede te- 
ner más de dos raíces reales siendo n par, y más de tres siendo n impar. 

1127. Escribir la fórmula de Lagrange para la función у= 
=sen 3z en el intervalo [z,, 23]. 

1128. Escribir la fórmula de Lagrange parada, fonción pez X 
x (f —1n z) en el intervalo [a, bl. 

1129. Escribir la fórmula de Lagrange para la función y — 
= aresen 2z en el intervalo [zy, zy + 

1130. Verificar la validez del teorema de Lagrange para la fun- 
ción y = a" en el intervalo [0, al; n > 0, a > 0. 

1131. Verificar la validez del teorema de Lagrange para la fun- 
ción y = In x en el intervalo [1, e). 

1132. Mediante la fórmula de Lagrange demostrar las desigualda- 
des 


—! —b 
feng. 
siendo 0 < b < a. 
1133. Mediante 1а fórmula de Lagrange demostrar las desigual- 
dades 


Gh < e-t < zz siendo 0< $ < a<ğ. 


1134. Рага а > b demostrar mediante la fórmula de Lagrange la 
validez de las desigualdades 


п! (a — b) <a" — b «na^ (a — b), 


si т> 1, y las desigualdades opuestas, si п < 1. 
1135. Analicemos la función * 


4 
PELLI LA 
0. рима z=0. 
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Es derivable para cualquier valor de =. Escribamos para ella la 

fórmula de Lagrange en el intervalo 10, z): 

1 O0 =f OEA) 
Obtendremos: 


sien (з t — созт}, 


de donde cos =5 2t seni.Ázsen i. Hacemos ahora que т tienda 
a * 


а cero, en este caso E también tenderá a cero, y de este modo 
llegamos a: lfm cos — 0. 
po К 


Explicar este resultado paradójico. 
1136. Aplicando la fórmula 


Fée S) ee f) e (E) As 


a la función f (z) = arctg z en el intervalo И; 1,11, hallar el valor 
aproximado de arctg 4,1. 
En los ejercicios 1137—1141 aplicando la fórmula 


1+ Аг) (а) +f (2 +2) Ат, 


са1сшаг los valores aproximados de las expresiones que se indicari. 
1137. aresen 0,54 
1138. lg 11. Comparar con los datos tabulares. 
1139. 1n (z--Y 1543) para z—0,2. 
1140. lg 7, sabiendo que lg 2 — 0,3010 y lg 3 — 0,4771. Com- 
parar el resultado con los datos tabulares. 
1141. lg 61. Comparar el resultado con los datos tabulares, 
1142. Confirmar que aplicando la fórmula 


10)-1()--6—2)f (52) 


para calcular el logaritmo de У + 0,01 X, es decir, poniendo 


1g (N--004N) lg N + ¿E 58829 Qoi lg + 
NN А 
2 


cometemos un error menor que 0,00001, es decir, obtenemos cinco 
cifras exactas después de la coma si es que lg N viene dado con cinco 
cifras exactas. 
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Comportamiento de las funciones en el intervalo 


1143. Mostrar que la función y = 22" + 322—122 + 1 decrece 
en el intervalo (—2, 4). 

1144. Mostrar que la función y = V 3z —2* crece en el interva- 
lo (0, 4) y decrece en el intervalo (1, 2). Construir la gráfica de esta 
función. 

1145. Mostrar que la función у = z! + z crece por todas partes. 

4146. Mostrar que la función y — arctg z — т decrece por todas 
partes. 


a 


1147. Mostrar que la función y= crece en cualquier inter- 
valo que no tenga el punto z=0. 

1148. Mostrar que la función e varía de manera 
monótona en cualquier intervalo que no encierre puntos de discon- 
tinuidad de la función. 


1149*. Demostrar la desigualdad ga >2 siendo 


б<т<а<+т. 


4150. Hallar los intervalos de monotonía de ls función y = 
= 12 — 34° — 9ш + 14 y construir la gráfica en el intervalo (—2, 4) 
siguiendo sus puntos. 

1151. Hallar los intervalos de monotonía de la función y zi— 
22-5. 

En los ejercicios 1152—1164 hallar los intervalos de monotonía 
de las funciones. 


1152. у= (z—2) (22-1). 
1153. у= 02а) (2—2) (a>0). 
1154. у= = 1155. у= 

1156. 

1158. 

1160. y 2 . (б<їт<]2л). 

1161. y= 2senz--cos2z (Oscz«c2m). 

1162. у= z-Fcosz. 1163. y—In(z4-V 14-2). 

4164. y==V az—2 (>0). 

En los ejercicios 1165—1184 hallar los valores extremos de las 
funciones, 3 


1165. y —222 — 322, 1166. у= 223—623 —182--7. ` 
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1 ES ST 

1167. А 1168. y= y P IFE. 

1109. rr 1170: ye V/F. 

4171. Mieres 1472. Ek 
ГЕЯ == 

1179. yo ¿> M74. y ==. 

1175. ge z— In (142). 1176. y z— In (+. 


1477. у= (25) (41). 
1178. у= (22—22) In 2— F 22442. 
ai 


1179. у= 4 (+1) arogr— Pa, 


1180. у= (2) usn Pa TB dps 
1181. yezsnztosz—t2 (а). 


1182. у (а) cosz+sons -275 (оа). 

1183. y HE cos (2-3) - se (r3) — (б<т<4). 

1184. y =a" beP, 

En los ejercicios 1185-1197 hallar los valores máximos y míni- 
mos de las funciones dadas en los intervalos que se indican. 

1185. y = zt — 22? + E (2, 2 

1186. y == + 2/75 10, 4). 

1187. y = 25 — Bat + o 5 b 2 

1188. y = д2 — 322 + 62 —2; [—1, 1]. 


1189. V100—2 (—6«2z«8) 
1190. у= ТЕЕ” (бг!) 
1191, y= 37] (0624). 


1192, y= 4% (0<2<1) (020,020). 


1193. y=sen2u—« (—F <<). 
1194, y=2iga—tgs (0<3<Z). 
1195. y=x* (0,1<z <00). 

1196. у= (дт 2 (0<<3). 

1197. у= аюв у= (0<#<1). 


96 Cap. IV. Análisis de las funciones yde sus gráficas 


Desigualdades - | 
а Pos los ejercicios 4198—1207 demostrar la validez de las desigual- 
lades. m 
1198, 2yz-3—i (221). 
1199. >1+ — (2920). 
1200. >In(t+x) (>0). 
1201. а= راج ل‎ 
4202. 2zarctg z >In (14629). 
1203. 1--zln(z--V 1-2) Y 1o 2. 


1204. n (1+2) m SER (2>0). 


1206. smc f Eg (220). 


1206. ena Htgzc27 (0<:<%). 
1207. ha>14+ (2920). 


Ejercicios para hallar los valores mázimos y mínimos 
de las funciones 


1208. Dividir el número 8 en dos sumandos talés que la suma de 
sus cubos sea la menor posible. 

1209. ¿Qué número positivo sumado a su inverso da lugar à la 
suma mínima? 

1210. Dividir el número 36 en dos factores tales que Ја suma de 
sus cuadrados sea la menor posible. 

1211. Se debe hacer una caja con tapa, cuyo volumen sea de 
72 cm?. Los lados de la base han de estar en relación 1 : 2. ¿Cuáles 
deben. ser las medidas de todos los lados para que la superficie total 
sea la menor posible? 

1212. De una hoja de cartón, de 18 х. 18 cm*, deben ser.tecorta- 
dos cuadrados iguales de modo que doblando la hoja, siguiendo las 
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líneas pünteadas (véase' la-fig.'29), resulte una caja que tenga la 
mayor capacidad posible. ¿Cuánto debe medir cada lado del cuadrado? 

1213; Resolver el problema anterior рага el caso de lo hoja réctan- 
gular: de 8 x 5 omê. - Н 

1214. Al volumen de un prisma triangular regular es igual a v. 
¿Cuánto debe medir el lado de la base para que su superficie total 
seas la: menor posible? -*.. - 

4215. Una tina abierta-tiene Ја forma de cilindro. Siendo su volu- 
men igual a v, ¿cuál debe ser el radio de la basè y la altura para que 
su «Superficie ‘total: sea. la menor: posible? 

4216. Hallar la relación entre el radio А y la altura H de un cilin- 
dro que tiene Ja menor superficie total posible, conociendo su volu- 


men: 

1217. Se debe hacer: un embudo cónico que tenga la goneratriz 
igual a 20 em. ¿Cuál debe ser la altura del embudo para que su volu- 
men sea el mayor posible? 

1218. Un sector de ángulo central а está recortado de. un círculo. 
Al enrollarse: el sector, ha sido engendrada uña superficie cónica. 
¿Cuál debe ser la abertura del ángulo æ para que el volumen del cono 
obtenido sea el mayor. posible? 

1219. El perímetro de un triángulo isósceles es 2p. ¿Cuánto deben 
medir sus lados para que el volumen del cuerpo engendrado por la 
rotación del triángulo en tornoa su base sea el mayor posible? 

1220. Al perímetro de un triángulo isosceles es 2p: ¿Cuánto deben 
medir sus lados para que el volumen del cono engendrado por la 
rotación-del triángulo en torno a su altura bajada sobre la base sea el 
mayor , posible? 

1221. Hallar la altura del cilindro que tenga el volumen, máximo 
posible-y que sea susceptible de ser inscrito en una esfera de radio R: 

1222. Hallar la altura del cono de máximo: volumen que sea 
susceptible de ser inscrito en una esferá de radio Л. s 

4223. Al actuar la fuerza de gravedad sobre una-gota de lluvia 
cuya masa inicial es igual-a mo; la hace caer. La gota va eyaporándose 
uniformemente de:modo que la'pórdida de: la masa és proporcional 
al tiempo (el coeficiente de proporcionalidad es £): ¿Al cabo de cuán- 
tos segundos al «comenzar lá caída será máxima la energía cinética 
de 4 gota y cuál será su valor? (Se prescinde dela resistencia del 
aire.) 2 ‚ 

1224. Una palanca de segundo género tiene A рог su. punto de 
apoyo: Dol punto В (АВ = a) está suspendida la carga Р. El peso de 
la. unidad de la longitud de la palanca es igual a К. ¿Cuál debería ser 
la longitud de la, palanca para que la pu Р. quede en equilibrio 
con la fuerza mínima? ql momento de la fuerza compensadora debe 
equivaler a la suma. de.los momentos de la carga Р y de.la palanca.) 

1225. La suma que se gasta en el combustible para el hogar de la 
caldera de un barco es proporcional al cubo de là velocidad. Es 
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sabido que'si el barco imarcha'a 10:km por horê, se-gástan 30 rublos 
(por hora) en el combustible; Los demás gastos, que no dependen de 
la velocidad son de 480 rublos ро? hora: A: qué velocidad del-barco 
serían mínimos los gastos totales por un km? ¿Cuál sería la ёшда to- 
tal de los gastos por hora? iv Уй tr 

"4226. Tres puntos А, B у C se hallan situados de modo’ que 
Z АВС = 60°. Un automóvil sale del punto A y: en-el mismo mómen- 
to del punto B parte un tren. El auto avanza hacia el punto В а 80 km 
por hora, él tren se dirige hacia el punto^C a-50 Ki «por hora. Tenien- 
do en cuenta que la distancia 45-200 km, ¿en qué momento, al 
comenzar e! movimiento, será mínima la distancia entre el'auto- . 
móvil y el tren? ' 

1227. Dado un cierto punto А en una circunferencia, trazar.una 
¿uerda BC paralela а la tangente еп el punto А de modo que. el Area 
del triángulo: АВС 'sea la mayor: posible: 

1228. Hallar los lados del rectángulo de máximo. perímetro 
e inscrito en una semicifcunferencia de radio Н. ~ 

1229. Inscribir el'rectángulo de mayor área posible en uni segmen- 
to dado del círculo. D 3 [ES 

1230. Circunscribir en torno a un cilindro dado el cono que tenga 
el ménor volumen posible (los,planos de las bases circulares: del 
cilindro y del “cono йереп! coincidir). Bb 

1231. Hallar la altura del cono recto circular, de menor volumen 
posible, circunscrito en tomo а una esfera йе radio R. 

1232. Hallar el ángulo en el vértice de la sección axial de un cono 
que tiene la menor superficie lateral posible y que está circunscrito 
en torno a una esfera dada. ٤ 

1233. ¿Cuál ha deser la abertura del ángulo en el vértice de un 
triángulo'isósceles, de área dada, рага „тое el radio de un círculo ins- 
crito en dicho triángulo sea el mayor posible? 1 

1234. Hallar.la altura de un cono que tiene el menor volumen 
posible y que está circunscrito en torno a una semiesfera de rádio А 
(ól centro de la: base del.cono coincide соп е1 de la esfera). 

1235. ¿Cuál ha de sér la altura de unccono inscrito en una esfera 
de radio A para que su'superficie lateral;sea la mayor posible? 

1236. Demostrar -que la cantidad: de -tela necesaria para hacer 
una tienda de campaña deforma cónica уг de: capacidad «dada; será 
la menor posible en el caso de que su altura sea }/ 2 veces mayor que 
el radio de: la base. : EYES LÀ 

‚ 1237, Trazar-Wna recta de modo que разе: рог un punto dado:P 
(1; 4) y que la suma de las longitudes'de los segments vô 
cortados por dicha recta'en los ejes de coordenadas, -sea 1 
posible i Snt б e vU Ges 
` 4238: Hallar los ládos- del tectángulo; dé^máyor área 
inscrito en la elipse pF j 
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1239. Hallar la elipse cüya^área ёва 1а menor posible y que está 
citeunscrita en torno а ор: rectángulo dado (el área de:la elipse de 


semiejos a y b es iguala а ab). i> ^ ; 
1240. Sea; dada la elipse 47 4-35 1. Taza una tangente de 


modo que el área del-triánguló engendrado por dicha tangonte y los' 
ejes de coordenadas, sea la menor posible. ¿Por qué punto de-la elipse 
debe аг dicha tangente? ¥ . 

ıi 1241. Sean dados dos puntos-A- (1, 4) y B (3, 0) еп la elipse 
(24% +:y* = 18. Hallar el tercer punto С tal que el área del triángulo 
АВО вва la*mayor posible. = =” : 

1242. Seah dádos la parábola y*= 2pz y un punto en &u eje, 
а па” distancia a del vértice. Indicar la abscisa z.del punto de la 
parábola más próximo al punto referido. 

1243. Una banda de hierro; de anchura a; ha de ser encorvada de 

modo que tome la forma de canalón cilíndrico abierto (la:sección del 
canalón ha de semejarse a un arco de segmento circular). ¿Cuál ha 
de ser la abertura del ángulo central que se apoya eneste arco para 
que lá capacidad del canalón sea la mayor posible? 
5 2442 Uri tronco de árbol que mide 20 m, tiene la forma de їр 
cono truricado. Los diámetros de sus bases miden 2 m'y 1 m, respecti- 
vamente. Se debe cortar vna viga de sección trasversal cuadrada cuyo 
оје coincida con el del tronco y cuyo volumen sea el mayor posible. 
¿Qué dimensiones debe tener la viga? 

1245. Una serie de experimentos con la magnitud A han dado 
coto resultado n valores distintos ту, Za, 2. .; zs. Con frécuencía so 
“admite como valor de А un valor de z tal que lá suma de los cuadra- 
dos de sus desviaciones de т, Zs, .. ., Za sea la menor posible. Ha- 
Mar z que satisfaga esta- condici 

1246. Un torpedero está anclado, a 9 km del punto más próximo 
де 1а orilla, Se necesita enviar a un mensajero al campamento situa- 
dö en la orilla. La distancia entre éste y el punto más próximo réferi- 
do, es igual a 15 km. Teniendo en cuenta que el mensajero recorre 
a pie 5 km por hora, y en una barca, remando, 4 km por horá, decir 
en qué punto de orilla debe desembarcar para llegar al campamento 
lo más pronto posible. ^ A 

1247. Un farol debe-ser colgado exactamente encima del centro 
de una plazoléta circular de radio Я. ¿A qué áltura deberá estar cl 
farol pära que ilumine, lo mejor posible, una senda que rodea Ја 
Plazoleta?-(La iluminación de la 'plazoleta es directamente proporcio- 
nal al éoséno del ángulo de incidencia de los rayos luminosos ё inver- 
'sámenté” proporcional al cuadrado de distancia que 'medía-entre el 
{бсо luminoso y là plazoleta' en mención.) О ^ ^ 
' {248: En un segmento de longitud 1 que une dos manantiales 
de luz de intensidad luminosa 7, e Г,, hallar el punto peor ilumi- 
nado. 
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400 Cap. LV. Análisis de las funciones y de sus gráficas 


4249. Un cuadro de altura 1,4-m cuelga de la pared de.modo que 
su borde inferior está 1,8 m por encima del radio de la vista, de un 
observador, ¿A qué distancia de la pared debe colocarse el observador 

ara que su posición sea la más ventajosa para contemplar el cuadro 
les decir, para que-el ángulo visual sea el mayor posible)? 

24250. Una carga de peso P situada en un plano horizontal debe 
ser desplazada Бајо Ја acción de la fuerza Р aplicada a ella. La fuerza 
derozamiento es proporcional a la de que aprieta. el cuerpo contra 
el.plano y tiene la dirección opuesta a la de la fuerza que desplaza 
el cuerpo. El coeficiente de proporcionalidad (el coeficiente de roza- 
miento) es igual a К. ¿Qué valor debe tener el ángulo «р formado entre 
el horizonte y la fuerza F aplicada para que el valor de ésta resulte 
el menor posible? Hallar el valor mínimo de la fuerza de desplaza- 
miento. 

1251. La velocidad con la que pasa-el agua por un tubo cilíndri- 
со es directamente proporcional al llamado radio hidráulico R, que 


se calcula mediante la fórmula В = 5, donde S es el área de sección 


del flujo del agua dentro del tubo, p esel perímetro de la sección del 
tubo hundido en el agua. La proporción (o el grado) en que el agua 
Пепа el tubo, se caracteriza por el ángulo central que se apoya sobre 
la superficie horizontal del agua coriente. ¿Cuál ha de ser esta propor- 
ción: para que la velocidad del paso del agua sea la mayor posible? 
(Al resolver el probloma, apareco una ecuación transcendente cuyas 
raíces han de ser halladas. gráficamente). 

‚ 1252. En una página de un libro el texto impreso debe ocupar 
Sem”, Los márgenes superior e inferior deben ser iguales a a cm, los 
de izquierda y de derecha, iguales a b cm. Si tomamos en considera- 
ción sólo la economía del papel, ¿qué dimensiones de la página serían 
las más ventajosas? 

1253*. Un embudo cónico, de radio de base R y altura Н está 
Пепо de agua. Una esfera pesada está sumergida en el embudo. 
¿Cuál ha de ser el radio de la esfera: para que el volumen de agua 
expulsada del embudo por la parte sumergida de la esfera, sea el 
mayor posible? * 

1254. Una parábola tiene su vértice situado sobre una, circunte- 
rencia de radio R, y el eje de la parábola sigue 1a: dirección del diá- 
metro. ¿Cuál ha de ser el parámetro de la parábola para: que el área. 
del segmento limitado por la parábola y la cuerda común para. ésta 
y la circunferencia, sea la mayor posile? (El área del segmento parabó- 
lico simétrico es igual a dos tercios del producto de su base por la altura.) 

¦ 1255. Un plano, paralelo а la generatriz, corta un cono cuyo 
radio de base es R y cuya altura, Н. ¿Cuál ha de ser la distancia entre 
la línea de intersección de dicho plano:con el plano de 1а Бавё cónica 
y él centro de la base cónica para que el área de sección sea la mayor 
posible? (Véasé también el ejercicio anterior.) Tum 
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1256. Sea dada la parábola y* == 2pz y la normal en un punto P. 
¿Dónde, debe estar situado el punto P para-que el segmento de la 
normal situado dentro de la curva tenga la longitud mínima? 

1257. El segmento de la tangente a una elipse comprendido 
entre los ejes, tiene longitud mínima. Mostrar дие Іа tangente se 
divide, on el punto de contacto, en dos partes iguales а los semiejes 
de la elipse, respectivamente. 

1258: Demostrar que la distaricia entre el centro de la elipse 
y cualquier normal no es superior а la diferencia de 108 semiejes. 
(Es conveniente recurrir а la expresión paramétrica de la elipse.) 

1259. En el sistema de coordenadas rectangulares 20у vienen 
dados el punto (a, b) y là curva у = / (z). Mostrar que la distancia 
entre el punto constante (а, b) y la variable (z, f (z)) puede alcanzar 
su extremo sólo siguiendo la dirección de la normal a la curva y = 


= 10). 


Se Пата función primitiva de la función f (z) a la función F (2) 
cuya derivada es igual a la dada: Р" (z) = / (2). 

En los ejercicios 1260—1262 mostrar (derivando y sin derivar) 
que las funciones dadas son primitivas de una misma función. 

1260. y = In az e y = In z. 

1261. y = 2 sen*z e y = — cos 2z. 

1262. = (Pe) e y = (е* e) 

1263*: Mostrar que la función 


y=costz+cos* (+) —соз z cos (54-2) 


es constante (es decir, no depende de z). Hallar su valor. 
1264. Mostrar que la función у = 2 arctg 2+ areson p ев 


constante cuando z > 1. Hallar el valor de esta constante. 
1265. Mostrar que la función 


acosz b ab. x 
у == атосов а тус — 2 2100 (ж 83). 


donde 0 < b < a es constante cuando т > 0. Hallar el valor de esta 
constante. 


1266. Comprobar que las funciones $e", e*shz y e* ch z difie- 
ren en una magnitud constante. Mostrar que cada una de las funcio- 


nes indicadas es una función primitiva con respecto a la fun- 
ción e". 
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.§ 3. Aplicación de;la segunda 
derivada 


Extremos 


Aplicando el concepto: de la segunda derivada, hallar los-extre- 
mos. йе, Јаз; funciones. que se indican en los ejercicios 1267 —1275. 


+1261. y = P тда, pata (20). 

1268, 0-4 ju 71269. y=0+ E (020). 
4270, jk УТУШ. Uys VIF. 
1272. у= ах. 1273. у= re". 

1274. утра. 25 y= E 


1276. ¿Para qué Valor de a la función 


Ha) e a sen z 4 son 3ê 


tiene el extremo para т == 1/3? ¿Será máximo o infnimó? 
1277. Hallar los valores de a y b para los cuales la funcion . 


у= аф b4 z 


tiene extremos en los puntos х, = 1 y z, = 2. Mostrar que para estos 
valores de a y b la función dada tiene el mínimo en el punto д, 
y el máximo en el punto z,. 


Convezidad, concavidad, puntos де inflexión 


1278. Aclarar si es convexa o cóncava! la línea y 53.25 — 519 — 
—45:2 4-30 en -los entornos de los puntos (1, 11) y (3, 3). 
1279. Aclarar si es éonvexa'o cóncava la línea y = arctg т. en. 
los entornos de los puntos (1, 4/4) y (=f, 1/4). 
280. Aclarar si és convexa o cóncava la línea у = a* m 2 en 
los entornos. de los: puntos: (1, 0) у (1/e*;. —2/e*). 
1281. Mostrar que la gráfica de la función у = z arctg 2:68; sin: 
ж еп todas partes. 
"Mostrar que la gráfica de li 
todas partes. 
1283. Demostrar, que: si. la gráfica: de la función СЯ 
todas partes o cóncava еп todas partes, la función referida 
tener no más que un valor extremo. 


nción y = ln (a? 
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zi 1284; Sea P (2) un..polinomio- de coeficientes positivós y -éxpo- 
'nentes--pares. Mostrar- que a -gráfica de la función y =P (4) + 

+ az + b es cóncava en todas partes. М + 
4285. Las líneas эу = € {т)- е. у= ар (ш): son cóncavas sobre el 
intervalo -(a,:5)..-Demostrar./que-sobte.dicho intervalo: а) la línea 
y = (2) + р (2):0s cóncava; b) si: q (2) y лр (2) son-positivas y tie- 
nenun punto mínimo comün, la línea y = Ф (2) (т) ез cóncava. 
é aspecto -ofrece la: gráfica. la función si se 


funciones que se indican. 
1287. у = 2 — 523 + З= —5. 1288. y = (= + 1) + et. 
1289. у = z* — 127? + 48r? — 50. 

т 4 36:8 — 212 —2*. 


= +2+22 +2. 1293 у= m um (020). 
1294. y=a—/ z —b. 1295, y= ens (<< 


m 
тэ (a20). 


= ln (14-3). 1297. y 
1298. y- a— Y (z —by. 1299. y= ents x, 

(421n z — 7). " 

т zi 
ahi 

ihfléZión que están situados en una misma, recta. ms on 
, 1302. Mostrar que los puntos de inflexión de 14 lnea, j=’ 
Ы зверх están situados en la nea y*(& + 7#) = да, 0 
1303. Mostrar que los puntos de inflexión de la línea y — 


1301. Mostrar que la línea у= 


tiene tres puntos de 


Sen 


están situados en la línea y* (4 + 2*) — 4. 

1304. Confirmar que las gráficas de las funciones у = ke” 
e y == e™ sen т (la curva de oscilaciones amortiguadas) tienen tan- 
gentes'comunes.en los puntos de inflexión de la línea y = e sen z. 

1305. ¿Para ‘gué valores de a y b el punto (1, 3) es el de infle- 
xión de ld línea y = az? + bz? | 

1306. Elegir & y Ê tales que el punto А (2; 2,5) sea el de infle- 
xión de la línea a*y + az + By = 0. ¿Qué otros puntos de inflexión 
tiene la línea referida? s 

1307. ¿Para qué valores de а tiene puntos de inflexión la gráfica 
de la función, y = e” + ат? 
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1308. Demostrar que la abscisa del punto de inflexión en la 
gráfica de una función no puede coincidir con el-punto del extremo 
de esta misma función. 

1309. Demostrar que entre dos puntos de extremo de cualquier 
función derivada dos veces está situada por lo znenos una abscisa 
del punto de inflexión de la gráfica de la función. 

1310. Comprobar lo siguiente, tomando la función y = zt + 
+82 + 1822 + 8 como ejemplo: entre las abscisas de los puntos 
de inflexión de la gráfica de La función puede no haber puntos de 
extremo (comparar con el ejercicio anterior). 

1311. Observando y examinando la gráfica de la función (véase 
la fig. 30) indicar: el aspecto de las gráficas de su primera y segunda 
derivadas. 


ya 


Н 
i 
2 


Fig. 30 Fig. 34 


1312. Hacer lo mismo con respecto a la gráfica de la funeión 
presentada en la fig. 31. 

1313. Indicar el aspecto de la gráfica de la función examinando 
la gráfica do su derivada (véase la fig. 32). 


yor 


Fig. 32 Fig. 33 
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1314. Indicar el aspecto de la gráfica de la función examinando 
la gráfica de-su derivada (véase la fig. 33). 

1345. La línea viene dada en forma paramétrica por las ecuacio- 
nes z — q (D, y: = (t). Mostrar que a los valores Че ¢ para los 


cualés la expresión ZEY. cambia de signo (la prima designa 


la derivación con “respecto ant) y p'.(t) = 0, les corresponden los 
puntos de inflexión: de la línea referida. 

1316. Hallar los puntos de inflexión para la línea z = P, y = 
= 8t p d. 

1317. Hallar los puntos de inflexión para la línea z = e', y = 
= sen t. 


$ 4. Tareas complementarias. 
Resolución de ecuaciones. 


Fórmula de Cauchy y regla de L'hospital 


1318. Escribir la fórmula de Cauchy para des funciones / (z) = 
= sen z y ọ (2) = In z en el intervalo la, b], 0 a < b. 
1319. Escribir la fórmula de Cauchy рага las f funciones (= 
moe? y р (z) = 1 + e” en el intervalo la, 5]. 
1320. Comprobar la validez de la fórmula de Cauchy para las 
funciones f (z) = z* y q (z) = z? +1 en el intervalo (1, 2]. 
21. Comprobar la Мак de la fórmula de Cauchy para las 
funciones f (т) = sen'z y q (2) = z + cos z en el intervalo (0, л/2]. 
1322. Demostrar que si en el intervalo [a, b) se cumple la expre- 
sión |f (2) |> | ¢’ (ж) j, y Ф (2) no se reduce a cero, también 
será válida la expresión | Af (2) | > | Аф (z) |, donde Af (z) = 
= f (z + Az) —/(2), Lh тА, >o (z), yzy z+ Ar 
son cualesquiera puntos del intervalo [a, б 
1323. Démostrar que en el intervalo [z, 1/2 {z 22.0) el incre- 
mento de la función y = ln (1 + т?) es menor que el de la función 
= arctg z, y en el intervalo [1/2, =], viceversa, es decir, А arctg 2< 
< Aln (1422). Valiéndose de esta última relación mostrar que 
en el intervalo [1/2, 1] 


arctg z — ln (1 + а) < .2ا چ‎ 


En los ejercicios 1324—4364 hallar los límites 
1825. lim Bes Ier 


106 Cap. IV.-Análisis de las funciones y:de sus gráficas 


x 2arotg a 


SER э (i-i) 


ax bk 
edet 


1335. jim <= 


1333. líni 


aep Зей т созт `. 


cos z In (z— a] 
No ees. 


etg x—ex 
pedum 
SER. 
E zt sont 2z 
на "ү! Жыл 
лана 1 
1842, rz E 


-Ing 
а 


' 4346. lim (^e). 
m 
NA m Té — 2 arctg г) zl. 
жү, 
1348. lím [ze i. 


E Im [eee 


4852: doi (eia DE 


1354. Vm | [ask] G9 2) 59. 
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1361. Hn (+a) we 4382, 1m (272) , 
nit: js 


, 1363. по (ce E ‚ 1364. 1m [ 


1365, Comprobar que: 


existe, pero no es sus: 


ceptible- de 'ser -caleulado.; de, acuerdo: con, la regla: йе’, Apia 

1366. ¿El valor de, qué función 
(para valores suficientemente grandes 
de 2) es mayor: a*z?!o 29? ^ 

1367. ¿Los valores de qué función 
(para valores suficientemente grandes 
de х) son mayores; / (2) on f (z) 
cuando f (2), > оо, рага = > 99. 

368. Sea 2-0. Demostrar que 


e — (1 + g)'es una infinitesimal de 
primer orden respecto а g. , 

1369. Sea х —0. Demostrar que 
ln (1 + х) —e In In (ê + z) es una 
infinitesimal “de segundo orden res- 
pecto а g. = 

1370. La tangente trazada en el punto A a una, circunferencia de 
radio r (véase la fig. 34) Heva marcado ún segmento AN спуа'1опр1- 
tud es igual a Ja del arco AM. La recta MN corta la prolongación 
del diámetro АО enel punto B. Comprobar que 
^ Optoma) . ; a 
t * sen aa ч. 
donde « es la medida en radianes del ángulo central тйрй 
al aro AM, y mostrar que lim ОВ =2: > 


Variación asintótica йе läs fünctones 
y asíntotas de las líneas 


1371. Partiendo directamente de la definición, comprobar que 
la recta y = 2z + 1 es una asíntota de la línea 


24pSYQ 7C d à 
y ==. 


1372. Partiendo directamente de la “definición, comprobar que 
la recta z + y == 0 es una asíntota de la línea E Ha 


1373, Demostrar que las líneas y IRR e ‚=; 
aproximan asintóticamente cuándo r— 4 bo. 2 
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1375. Demostrar que las funciones М 


=V PF FIFFI y pla) dz 


son equivalentes asintóticamente cuando х — оо. Valiéndose de 
esta circunstancia calcular aproximadamente f (115) y f (120). 
¿Cuál sería el error si pusiéramos f (100) = q (100)? 

En los ejercicios 1375—1391 hallar las asíntotas de las líneas 
dadas. 


1375. E-L=1. 1376. zy—a. 

1377. y=- 1378, y ct 

1379. 2y (z + 1)° = 2°. 1380. y? = а — 22. 

1381. y = Gz + a. 1382. y (2 + 1) = 2 ) — 1)! 


1383. xy? + aty = a. 
1384. y (2 —3bz + 202) = 29 — Заа? + aè. 


1385. (+z) =a +1. 1386. y==x=In (e+2). 


2 
1387. y = ze". 1388. y = ze +1. 
1389. y = z arcsec z. 1390. y = 2z-Faretg 2. 


1391. y dO, donde f(z) es un polinomio, (а 0). 


1392. Una línea es dada paramétricamente por las ecuaciones 
z= 9(D, у=} (0. Demostrar que las asíntotas no paralelas 
a los ejes de coordenadas pueden existir sólo cuando para los valores 
de t = tẹ existen simultáneamente 


lmq(t)e ce y límp()=00. 
Dis po 
Si la ecuación de la asíntota es y = az + b, se tiene 
a--lim BÊ, b= lim (e(t) —ag (2). 
toto PI tet 


¿Cómo sé podrían hallar las asíntotas paralelas а los ejes de coor- 
denadas? 


1393. Hallar las asíntotas de la línea: z=, + 
за 


1394. Hallar las asíntotas de la línea: z— 


1395. Hallar las asíntotas de la línea: z= 27 
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1396. Hallar las asíntotas .del folio de Descartes: 


За 


учти" 


di 


1397. Hallar las asíntotas do la línea: z= éz, y 


"ue 


Análisis general de las funciones y de las líneas 


En los ejercicios 1398—1464 efectuar 
las funciones que se indican y trazar 


1398. y= Er 1399. 


1400. at 
1401. y (&— 1) (2—2) (2—3) 1. 


1402. 1408. 
1404. 

1405. 

1406. 1407. 
1408. 1409. 
4410. у (2—1) ==". 1411. 

(Ta 

1412. у= Exp 1413. 
1414. zy (5—1) (2—2). 1415. 
1416. у=. 1417. 
1418. yal. 1419. 
1420. y= In (2244). ' 4624. 
1422, yae. 1423. 
1424. у= 7. 1425. 
1426. y=( 1+4)". 1427. 
1428. y zsenz. 1429. 


1430. у= совт —lncosz. 1431. 


un análisis exhaustivo 
sus gráficas. 


z 
yz 


y=(2-1). 


_ 21 

у=: 
BE. 

VER 

у —1)=\. 
2346222723 

айнар — A 

(y—2)2448=0. 

yare. 


gez—(z- 1). 
yea, 

a 
у=хе T 

= 

yo. 
y=z+senz. 
yz-lncosz. 
y=z— 2arctg a. 
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1432. peceer (sin buscar puntos de inflexión). 
1433, y —e''^*— sen z (sin buscar puntos de inflexión). 
1434. yo P A — z. 1435. y = 22 (33 — Ay. 
7 1436. (3y +2) = 272. 
1437. y=/ (FIVE 
` ғ 2 
1438. y=(2- 1) (z -- 1). 1439. y! =62—2. 
9 744407 (y reas. 1441, ys 
1443. yz m. 
1445. = (2—1). 


1447. 22у + ر‎ = 2. 


1448. yi. 444 (estrofoide) (a> б). 


1449. Qy* = 423 — 2А. 1450. 25y* — z* (4 — ay. 


1451, p= at, 1452. y= 4(х— 1). 
1453. у: (20— 2) = 12 (cisoide) (a > 0). 

1454. туа (z— 1) (22). 

1455. Py? =(a-+2) (a — z) (concoido) (a>0). 

1456. ر16‎ = (22—4)2 (1—29. 1497. y= (1 ~ 23). 
1458. yt (2 —1y. 1459. y= Deze, 


i 
1460. у= e —2. 1461. y — e. 
1462. f) = FEE, у (0)=1 


"ET 
1463. y 1— ze TT ^ * cuando 2520, y=1 para 2=0. 


1464, yh — Az] +3. 


En los ejercicios 1465—1469 analizar las funciones dadas en 


forma paramétrica y trazar sus gráficas. 


1465. z—D--8t--1, y 0— 32-1. 
1466. r= — 3n,  у=—6баго!д!. 


з E 
La 055 ит 
1468. z— te, “yate”, 


1469. ж = 2a cost —acos2t, y= 2a sen t —a sen 2, 


dioide). 


(сат- 


S 4. Tareas complementarias. Resolución de ёспавіолез E 


+ En. los ejercicios 1470—1477 analizar las líneas'cuyas ecuaciones 
son:dadas en el sistema: de £oordenadas polares (véase la nota en la 
pág. Bu 
“1470. p= asê 3 
1471 p=atgo c 
1473. p= a (1 + cos q) (encia 
1474 p=a(t-+bcos p)(a >0,b>1). + 


1416. pm Zarte 2. 
4417, pV 1— 8, фе aresen t-- V TE. 


‚Еп los' ejercicios 1478—1481 analizar à construir las líneas des- 
pués de haber reducido sus,ecuaciones al sistema de coordenadas 
laces, s 
1478. (4% + y’)? = dais. 1479. (a° F y’) = = ay. 
1480. z* + y* = a* (2° + y*). 
1481, (z* + y?) (à —yY = 


Resolución de ecuaciones 


1482. Comprobar que la ecuación.z? —2* — 8: + 12 = 0 tiene 
sólo una raíz simplé х, = —3 y la otra, doble z, = 2. 

1483. Comprobar que la ecuación zt + 22° — 323 — dz + 4 = 0 
tiene dos raíces dobles т, = 1. y z, = 

1484. Mostrar que Ја ecuación” z aresen т = 0 tiene. sólo una 
raíz real z = 0 siendo ésta doble. 

1485. Mostrar que.las raíces de la ecuación æ sen z = 0 tienen 
la forma у =k (k 1, 42, orrespondiendo, al, valor 
k = 0 una raíz doble, ¿Cuál es la multipli idad de Јаз demás raíces? 

1486. Mostrar que la ecuación 2° — 322 + 6z — 1 = 0 tiene 
sólo una raíz real simple perteneciente al intervalo (0, 1). Hallar 
esta raíz; con exactitud hasta 0,1, aplicando el método de pruebas. 

1487. Mostrar que la ecuación z*--3z* — х — 2 = 0 tiene 
dos, y sólo dos, raíces reales simples pertenecientes a los intervalos 
(—1, 0) y (0, 1), tespectivamente. Aplicando el método de pruebas, 
hallar estas raíces con exactitud hasta 0,1. 

1488. Mostrar que la ecuación f (2) = a 5 0, * donde f (xz) es un 
polinomio de coeficientes positivos, siendo impares los exponentes 
de todos sus términos, tiene una, y sólo una, raíz real, que puede 
ser múltiple. Analizar el caso de а = 0. Hallar la raíz de la ecua- 
ción 2° + Зх — 1 = 0, con exactitud hasta 0,01 y combinando el 
método de pruebas con el de cuerdas. 
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1489. Demostrar el siguiente teorema: para que la ecuación 
2% + pz + q = 0 tenga tres raíces reales simples, "es necesario y sufi- 
ciente que los coeficientes p y g satisfagan la desigualdad 4p*-i- 
+ 274 < 0. Hallar todas las raíces de la ecuación 2° — 9z + 2 = 
= 0, con exactitud hasta 0,01 y combinando el método de pruebas 
con el de cuerdas. 

1490. Mostrar que la ecuación z* +22? —6z + 2=0 tiene 
dos, y sólo dos, raíces reales simples pertenecientes a los intervalos 
(0, 1) y (1, 2), respectivamente. Hallar estas raíces con exactitud 
hasta 0,01 combinando -el método de cuerdas.con: el-de tangentes. 

1491. Mostrar que la ecuación z^ ++ 5z 4 1 = 0 tiene una raíz 
real simple perteneciente al intervalo (f, 0). Hallar esta raíz 
con exactitud hasta 0,01 combinando el método de cuerdas con el 
de tangentes. 

En los ejercicios 1492—1497 deben, hallarse los valores aproxi- 
mados de las raíces de las ecuaciones combinando los tres métodos: 
el de pruebas, el de cuerdas y el de tangentes. (En caso necesario 
conviene usar tablas de los valores de las funciones que figuren en 
las ecuaciones). + 

1492. Mostrar que la ecuación де* х= 2 tiene solamente una raíz 
real perteneciente al intervalo'(0, 1). Hallar esta raíz соп exactitud 


hasta 0,01. 
1493. Mostrar que la ecuación z 1а z = а no tiene raíces reales 
cuando а << —1/е, tiene una raíz real doble cuando а = —1/е, 


dos raíces reales simples cuando —1/e < а < 0 y una raíz real simple 
cuando a > 0. Hallar la raíz de la ecuación z ln z = 0,8 con exacti- 
tud hasta 0,01. 

1494. Mostrar que la llamada ecuación de Kepler z = e sen z + 
+ a, donde 0< e < 1 tiene una raíz real simple. Hallar esta raíz 
con exactitud hasta 0,001 para е = 0,538, y а = 1. 

1495. Mostrar que la ecuación a* = az para a > 1 siempre tiene 
dos, y sólo dos, raíces reales y positivas, siendo una igual a 1 y otra, 
menor, mayor o igual a 1, lo cual depende de si a es mayor, menor 
o igual a e. Hallar la segunda raíz de esta ecuación con exactitud 
hasta 0,001 cuando а = 3. - 

1496. Mostrar que la ecuación 4*атсф == a, donde. а 960, 
tione una raíz real. Hallar esta raíz con éxactitud hasta 0,001 cuando 


а = 4. 

1497. ¿Cuál ha де ser la Баве а de uii sistema de logaritmos en el 
que existén números iguales asus logaritmos? ¿Cuántos números de 
este tipo puede haber? Hallar est nero (con exactitud -hasta 
0,01) рага a = 1/2. 


ge^ 55$ Se Fórmula do Taylor y su aplicáción: 2113 
$:5. Fórmula de Taylor 
y su aplicación 
Fórmula de Taylor para los polinomios 


1498. Desarrollar el.polinomio zt — 54% +a? — 3л +4 en-po- 
tencias del binomio = =4. 

1499. Desarrollar el р 
del binomio z +1. 

1500. Desarrollar el polinomio 219 — 32° + 4 en potencias del 
binomio = —1, E 

1501. Desarrollar la función f (z) = (z* —3z + 1)! en poten- 
cias de z, aplicando la fórmula de Taylor. 

1502. 7 (z) es un polinomio de'cuarto grado. Sabiendo quo / (2) = 
= Mf @ = 0, f* (2) = 2, f" (2) = —12, fiv (2) = 24, calcular 
HA, (0), 4). 


inomio z* Fz" — 2z + 4 en potencias 


Fórmula de Taylor 


1503. Escribir la fórmula de Taylor de n-ésimo orden para la 
función y = Leuando z, = 4. 

1504. Escribir la fórmula de Taylor (la de Maclaurin) de n-ésimo 
orden pata la función у == хе" para ж, = 0. 

1505. Escribit la fórmula de Taylor de n-ésimo orden pata la 
función y = Vz cuando =, = 4. 

1506. Escribir la fórmula de Taylor de 2n-ésimo orden para la 


fL cuando sy = 0. 


1507. Escribir la fórmula de Taylor de n-ésimo orden para la 
función y = 22 In т cuando z, = 1. 

1508. Escribir la fórmula de Taylor de 2n-ósimo orden para la 
función у == зеп? х cuando т, = 0. 

1509. Escribir la fórmula de Taylor del 3* orden para la fun- 
ción y = zy cuando z, = 2 y construir las gráficas de la función 
dada y de su polinomio de Taylor de tercer grado. 

1510. Escribir la fórmula de Taylor de 2? orden para la función 


“y = tg z cuando ж, == 0 y construir la gráfica de la función dada 
y de su polinomio de Taylor de segundo grado. 

1511. Escribir la fórmula de Taylor de 3* orden para la función 
y = aresen z cuando z, = 0 y construir la gráfica. de la función 
dada y de su polinomio de Taylor de tercer grado. 


80170 


función у= 
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1512. Escribir la fórmula de Taylor, de З= orden para la función 
y = 2 cuando z, = 1 y construir la gráfica de la función dada 
Н 


y do su polinomio de Taylor de tercerfgrado. 
1513*. Demostrar que el número Ө en el término complementario 
de la fórmula de Taylor de primer orden 


Ha +h) e 12) +H (0) + EY (a+ 09) 
ba a 1/8 para h —-0, si f” (z) es continua para z — a y f" (а) + 
7-0. 


Algunas aplicaciones de la fórmula de Taylor 


En los ejercicios 1514—1519 analizar el comportamiento de las 
funciones dadas en los puntos que se indican. 

1544. y =2:* — a° + 3 en el punto z = 0. 

1515. y = 20 + 308 +1 en el punto z = 0. 

1516. y = 2 cos z 4-22 en el рш z= 0. 3 

1517. у = 6 Inz — 21 + 922 — 18 en el punto = = 1. 

1518. y = б sen + 22 en el punto т 

1519. y = 24е" — 24z — 122° — 41° — 


—20 en el punto 


ж = 0. 

1520. f (2) = 219 — 345 + 22 + 2. Hallar los tres primeros tér- 
minos del desarrollo por la fórmula de Taylor para то = 1. Calcular 
aproximadamente f (1,03). 

1521. / (z) == 29—227 + 5 —2 +3. Hallar los tres pri- 
meros términos del desarrollo por la fórmula de Taylor para zy = 2. 
Calcular aproximadamente f (2,02) y f (1,97). 

1522. у (z) = 289 —20 + 2%. “Hallar los tres primeros térmi- 
nos del desarrollo de f (z) en potencias de х — 1 y calcular aproxi- 
madamente / (1,005). A 

1523. ] (д) = a — Ba? + z. Hallar los tres primeros términos 
del desarrollo en potencias de z — 2. Calcular aproximadamente 
f (2,1). Calcular / (2,1) exactamente y hallar los errores absoluto 
y relativo, 5 

1524. Comprobar que calculando los valores de la función e* 
рата 0 < z « 1/2 con arreglo a la fórmula aproximada 


estaria 


so comete un error menor que 0,01. Valiéndose de ello, hallar 
con tres cifras exactas. 
4525. Valiéndose de la fórmula aproximada е a41--z4- 
2? 1 
+3 hallar ¿7 y calcular el error. 


y: 


_5 6. Curvatura. 445 


‚ = 4526. Comprobar: que para los ángulos menores que.28* el error 
que resultaría de haber tomado la expresión z — E + fp en vez 
de вей a, sería menor que 0,000001. Valiéndose de ello, calcular 
seh 00° con seis cifras exactas. 

1527. Hallar el cos 10° con exactitud hasta 0,001. Mostrar que 
es suficiente tomar la correspondiente fórmula de Taylor de segundo 
orden para alcanzar la exactitud indicada. 

1528. Aplicando la. fórmula aproximada 


matras —45 


hallar el In 1,5 y calcular el error. 


$ 6. Curvatura 


En los ejercicios 1529—4536 hallar la curvatura de las líneas 


que se indican. 
1529. De Ja hipérbola zy — 4 en el punto (2, 2). 


1530. Do la elipso A + en los vértices. 

1531. y = z' — 412 — 1822 en el origen de coordenadas. 
1532. у? = 8х en el punto (9/8, 3). 

1588. y = In z en el punto (1, 0). 

1534. у = ln (z + V1 Fz") en el origen de coordenadas. 


1535. y = sen z en los puntos correspondientes a los extremos 
de la función. 


1536. Del folio de Descartes 2%+y%=3 azy en el punto 
3 3 
{т а). 
En los ejercicios 1537 —1542 hallar la. curvatura de las líneas 
que se indican en un punto cualquiera |(т, y). 


1537. y=. 1538. неті 1539. y= In sec z. 


2 
1540, EE 154. I EIL 1. 1542. y ach 2. 

En los ejercicios 15431549 hallar la curvatura de las líneas 
que se indican. 

1543. = = 32, у = 3t — P para t = 1. 

1544. z = a cos’ t, y = а sen? t para £t. 


1545. z = a (cos t + i sen t), y = а (зеп t — i cos û) para t = $ 
"m 


116 Cap. IV. Análisis dé las funciónes y de sus gráficas 


1546. z = 2a cost — а соз 21, y = 2a sen t —a sen 2 en un 
punto cualquiera. 
1547. p = а? en el punto p=1, y — 0. 
1548. p == ag en un punto cualquiera. 
1549. р = aq" en un punto cualquiera. 


1550. Hallar el radio de curvatura de la elipse 5; + p = 1 


en el punto en que el segmento de la tangente entre los ejes de coor- 
denadas so divide en dos partes iguales por el punto de contacto. 

1551. Mostrar que el radio de curvatura de la parábola es igual 
al segmento doble de la normal comprendido entre los puntos de 
intersección de la normal con la parábola y su directriz, 

1552. Mostrar que el radio de curvatura de la cicloide en cual- 
quier punto suyo es dos veces mayor que la longitud de la normal 
en el mismo punto. 

1553. Mostrar que el radio de curvatura de la lemniscata p° = 
= а? соз 2p es inversamente proporcional al radio polar corres- 
pondiente. 

1554. Hallar la circunferencia de curvatura de la parábola y = 
= z? en el punto (1, 1). 

1555. Hallar la circunferencia de curvatura de la hipérbola 
жу = 1 en el punto (1, 4). 

1536. Hallar la circunferencia de curvatura de la línea у = с“ 
en el punto (0, 1). 

1557, Hallar la circunferencia de curvatura de la línea y = tg = 
en el punto (1/4, 4). 

1558, Hallar la circunferencia de curvatura de la cisoide (x° + 
+ y?) x — 2ay* = 0 en el punto (a, a). 

En los ejercicios 1559—1562 hallar los vértices (es decir, los 
puntos en los cuales la curvatura toma su valor extremo) de las 
líneas que se indican. 

1559. Vz + Vy = Ya. 1560. y = а z. 

1561. y = &*. 

1562. т = a (3 cos't + cos 31), y = a (3 sen і + sen 3f). 

1563. Hallar el mayor valor del radio de curvatura de la línea 


0 = аз? T. Я 
4564. Mostrar que la curvatura en un punto P de la línea у = 
= f (z) es igual a | y cos" a |, donde @ ез el ángulo formado por 
la tangente a la línea en el punto Р соп el eje positivo de las abscisas. 
4565. Mostrar qué la curvatura de una línea en un l'a. cual- 


quiera puede ser expresada por la relación А = | dond 


tiene el mismo significado que en.el ejercicio anterior. 
1566. La función f (z) está definida del modo siguiente:.f (z) = 
= 48 en el intervalo — oo < 2<1,f (2) = az? + br +c en el 


3-6. Curvatura В Eu 


intervalo 4 < 2 < оо. ¿Cuáles deben ser los valores de a, b; c para 
que, 1а. тва y = f (x) tenga una curvatura continua por todas partes? 

7. Son dados-el-arco AM. de la circonferencis де radio igual 
& E EU centro es еі punto (0, 5), 
y el segmento BC. de-la recta que 
une los puntos B (1, 3) y С (11, 66) 
(véase la fig. 35). Es necesario unir el 
»punto-M. con el punto. B por un arco 
-Harabólico de módo que la línea AM BC 
tenga la curvatura continua por todas 
partes. Hallar la ecuación de la pa- 
Tábola buscada (tomar la parábola 
-de quinto orden). 

En los ejercicios 1568—1574 ha- 
Паг las coordenadas delcentro de la 
curvatura y la ecuación de la evoluta 
para las líneas que se indican. 

1568. Parábola de n-ésimo orden у = z^. 


koX * o 
1569. Hipórbola Z—L =1, 1870. Astroide z+ yî aî. 


1571. Parábola semicübica [el ax. 
1572. Parábola z = 3t, y=8* — 6. 


1573. Cisoido jh. 


== 
2=a(1+ cos? t) sent, 

y —asen*tcost. 

1575. Mostrar que la evoluta de la tractriz 


z= —a (Intg3+cost), y=asent 


1574. Línea { 


es una catenaria. 

1576. Mostrar que la evoluta de la espiral logarítmica р = аў 
es exactamente la misma espiral, per desplazada un poco con cierto 
ángulo. ¿Sería posible elegir un valor de modo que la evoluta coin- 
cida con la espiral? 

1577. Mostrar que cualquier envolvente de una circunferentia 
puede ser engendrada desplazando una de ellas con un ángulo: co- 
rrespondiente. 

1578. Mostrar que la distancia entre ún punto de la cicloide 
у el centro de la curvatura del punto correspondiente de la evoluta 
es igual al diámetro doble del círculo generador. 


1579. La parábola semicúbica py? -á (= — 2p)" sirve de 


evoluta de la parábola у? = 4pz. Hallar la longitud del arco de la 
parábola semicúbica desde el «pico» hasta el punto (т, y). 
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1580. Hallar la longitud de la misma evoluta de la elipse cuyos 
semiejes son iguales a a y b. 

1581. Mostrar que la astroide z = a соз? t, y = a sen? t tiene 
por evoluta una astroide de dimensiones lineales dobles y girada 
ушен» de ello calcular: la longitud del arco de 1а. astroide 
citada. 

1582*. Mostrar que la evoluta de la cardioide z — 2a cos t — 
— а cos 2t, y = 2a sen t — a sen 2t es también una cardioide seme- 
jante a la dada. Valiéndose de ello hallar la longitud del arco de 
toda la cardioide. 

1583”. Demostrar el siguiente teorema: si la curvatura del arco 
de cierta línea sólo crece, o bien solamente decrece, las circunferen- 
cias de la curvatura correspondientes a distintos puntos de dicho 
arco no se cortan y se hallan situadas una dentro de la otra. 


1 § 7. Problemas de cálculo 


1584. Hallar el mínimo de la función y = zt + 2° + х + 1 
con exactitud hasta 0,001. 

1585. Hallar el máximo de la función у = z 4- 1а 2 — z? con 
exactitud hasta 0,001. 

1586. Hallar los valores máximo y mínimo de la función y = 
=a? + 3 сов en el intervalo (0, F) con exactitud hasta 0,01. 

1587. Hallar los valores máximo y mínimo de la función y = 
= = —e en el intervalo (0,2; 0,5) con exactitud hasta 0,001. 

1588. Hallar las coordenadas del punto de inflexión de la línea 


y= (@—6г°-+19х—30) 
con exactitud hasta 0,01. 
1589. Hallar las coordenadas del punto de inflexión de la tinea 
y = 6z In z +2 کیو‎ : 
con exactitud hasta 0,01. 
1590. Hallar la curvatura de la línea у = $z еп el puntó de su 


intersección con la recta y =z — 1, con exactitud hasta 0,01. 

1591. En la línea y — ln z hallar, con exactitud hastá 0,001, 
las coordenadas del punto en que el radio. de curvatura de Ја línea 
dada es tres veces mayor que la abscisa de este punto. 


Capítulo V 


Integral definida 


$ 1. Integral definida 
y sus propiedades más elementales 


1592. Expresar por medio de una integral el área de la figura 
limitada por las siguientes líneas: 

1) los ejes de coordenadas, la recta z = 3 y la parábola y = 
=2%+4 

2) el eje de abscisas, las rectas z = a, z = b y la línea y = 
= e + 2 (b >a); 

3) el eje de abscisas y el arco de la sinusoide y = sen = corres- 
pondiénte al primer semiperíodo; 

4) las parábolas y = 22 e у= 8 —25 

5) las ремък у= 2 ey-Yz 

8) las líneas у = ах е у= 02 х. 

1593. La figura está limitada por el eje de abscisas y las rectas 
y = 2x, 2 == 4, z = 6. Hallar las áreas de las figuras de п sesca- 
lones» entrantes y salientes, dividiendo el intervalo [4, 6] en par-. 
tes iguales. Mostrar que si n crece infinitamente, las dos expre- 
siones obtenidas tienden a un mismo límite S, área de la figura. 
Hallar los errores -absoluto y relativo al sustituir el área de la 
figura dada por las de las figuras de п «escalones» entrantes y 
salientes. 

1594. Un trapecio mixtilíneo de base [2, 3] está limitado por 
la parábola y = 2°. Hallar los errores absoluto y relativo al susti- 
tuir el área dada por la de la figura entrante de 10 «escalones». 

1595. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y = 12/9, las rectas z = 3, т = 6 y el eje dezabsoisas. 

1596. Calcular el área del segmento де Ја parábola y = 2° cor- 
tado por la recta у = 2z + 3. 

1597. Calcular el área del segmento parabólico de base a = 
= 10 cm y la altura В = 6 em. (La base es una cuerda perpoidicular 
al eje de la parábola, véase la fig. 36.) 
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1598. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y = 2% — Ах + 5, el eje de abscisas y las rectas z = 3, z = 5. 
1599. Calcular el área de la figura limitada*por los arcos de las 
parábolas y = چ‎ p ا‎ = T 
1600. Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
A y = 22 — 6: + 10 e у = б= —2. 

1601. Calcular el área comprendida entre la 
parábola у = 22 — 2z + 2, la tangente а ésta on 
el punto (3, 5), el eje de ordenadas y el de 
abscisas. 

" 1602. Un punto material efectúa el movimien- 
to a una velocidad b = 2t + 4 cm/s. Hallar 
la distancia recorrida por el punto en los prime- 


тоз 40 s. 
1603. En la caída libre la volocidad v es 
Tig 36 igual a gt. Hallar la distancia recorrida ей los 


primeros 5 s de caída. 

1604. La velocidad del movimiento, que es proporcional al 
cuadrado del tiempo, era igual a 4 cm/s al finalizar el cuarto segun- 
do. ¿Cuál es Ja distancia recorrida en los primeros 10 з? , 

1605. Se sabe que la fuerza que ejerce la reacción a la extensión 
del muelle, es proporcional al alargamiento del mismo (ley de Hooke). 
Al extender un muelle, lo hicieron. 4 cm más largo, efectuando con 
ello un trabajo igual a 100 julios. ¿Qué trabajo se produciría al 
hacer el muelle 10 cm más largo? 

1606. Para que un muelle se haga 2 cm más largo, es necesario 
efectuar un trabajo igual a 20 julios. ¿Cuánto más largo se hará el 
muelle ві se aplica un trabajo igual a 80 julios? 

1607. La velocidad р йе la desintegración radiactiva es una fun- 
ción dada del tiempo: v = v (t). Expresar la cantidad т de la sus- 
tancia radiactiva desintegrada en el espacio de tiempo desde el 
momento 7, basta el momento 7: а) aproxitnadamente, mediante 
una suBia, b) exactamente, mediante una integral. 

608. La velocidad a que se calienta el cuerpo es una función 
dada del tiempo y (f). ¿Cuántos grados aumenta la temperatura 6 
del cuerpò en el espacio del tiempo comprendido entre el momento 
T, y el momento Тү? Expresar el tesultado: a) aproximadamente, 
mediante una suma, b) exactamente; mediante una integral. `~ 

© 1609. La corriente alterna I es una función dada del tiempo 

= I (0. Expresar (aproximadamente, mediante una suma, у 
exactamente, mediante una integral) la cantidad Q de electricidad 
que pasa a través do la sección transversal del conductor en el tiem- 
po Т. desde que comienza el experimento. 

^1610. La tensión E de la corriente alterna es una función dada 
del tiempo E = Ф (i). La corriente 7 es también una función dáda* 
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“del tiempo I = y (f). Expresar el trabajo A de la corriente en el 
espacio de tiempo comprendido entre el momento 7, y el momento: 
Ту: a) aproximadamente, mediante una: suma, b) exactamente, 
mediante una integral. 

1611. Un circuito eléctrico es alimentado por una batería. de 
acumuladores, Por espacio de 10 min Ja tensión en los bornes decrece- 
uniformemente desde E, = 60 V hasta E — 40 V. La resistencia del 
circuito В == 20 ohm. Hallar la cantidad de electricidad que pasa 
рог el circuito en 40 min. ji 

1612: Та tensión de un circuito eléctrico decrece uniformemente, 
disminuyendo а = 1,5 V por un minuto. La tensión inicial del 
circuito E, = 120 У, la resistencia del mismo R = 60 ohm. Hallar: 
el trabajo del circuito efectuado en 5 min. Se prescinde de la induc- 
tancia y de la capacidad. 

1613. En un circuito se introduce uniformemente la tensión. 
Al conienzar el experimento: la tensión era igual a cero. Al cabo de- 
un minuto la tensión alcanza 120 V. La resistencia del circuito es. 
igual a 100 ohm. Se prescinde de la inductancía y de la capacidad. 
Hallar el trabajo del circuito durante 4 min. 

1614. La pared rectangular „де un acuario lleno de agua tiene 
base a y altura b. Expresar la fuerza Р de Ja presión del agua contra 
la pared: a) aproximadamente, mediante una suma, b) exactamente, 
mediante una integral. 

1615. a) Calcular la fuerza P con la que el agua, que llena el 
Acuario, hace presión sobre una de sus paredes. Esta tiene forma 
rectangular, longitud a = 60 ст, y altura, b = 25 cm. b) Dividir 
la pared del ácuario сол una recta horizontal de modo que las fuerzas. 
de presión sobre las dos partes de la pared sean iguales. 


Cálculo de integrales mediante la suma 


i 
1616. Calcular la integral = sumando directamente y pa- 


sando después al límite. (Conviene dividir el intervalo de integra- 
ción en m partes iguales.) 
1617. Sumando directamente y pasando luego al límite, calcular 


b 
la integral f 2^ dz, dondekesun número entero positivo (dividir 


el intervalo de integración en partes tales que las abscisas de los 
puntos de división formen una progresión geométrica). 

1618. Valiéndose de la fórmula obtenida en el ejercicio ante- 
tior, calcular las. integrales: 
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= - 
Т 


роо 2 = 22 
1) E a 1 zdz 3) ўа DE 
ae ala 2 а 

T 


8 " ВЕ 
5) | Gatian в) (Tias 0 | Cerd; 
Ч i 1 


è 4 
з) | (a (Daz 9 E ax; 10) 


»o3 P 1 

ш) fade 12) IET 13) | SY... 

$ i i 

11019. Hallar lim Ht tnt para k> 0. Calcular aproxi- 
rd 

—"— 454- 25 4... -- 1005. 


| 2 
4620, Calcular la integral | Ж, sumando directamente y pasan- 


do m" alj límite. (Dividir el intervalo de integración de modo 
que las abscisos de los puntos de división una progresión deomé- 
trida.) я N 

j 


1621. Formar la suma integral para la integral | E dividiendo 
1 


«el intervalo de integración en n partes iguales. Efectuando la compa- 
ración con los resultados del ejercicio anterior, calcular 


| 

| 1 1 4 1 

MEM E 

14622*. Ша (а tar) (a өз un número 
intero). Calcular. aproximadamente (cr vta a)- 


Ї{628*„ Calcular las integrales, sumando directamente y pasando 
luego al límite: 


Em bes 2) [p a tas 
| 1 " 


2 
¡En el 1) dividir el interválo de integración en partes iguales, en 
dos 2) y 3) proceder igual que en el ejercicio 1620.) 

f 
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$ 2. Propiedades fundamentales 
de la integral definida 


Interpretación geométrica де la integral definida 


1624. Expresar mediante una integral el área de la figura limi- 
tada por el arco de la sinusoide correspondiente al intervalo 0 < 
< л 2л y por el eje de abscisas. 

1625. Calcular el área de la figura limitada рог la parábola 
cúbica y = 22 y la recta y = T. 

1626. Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
y = z —9—3 е у= +67 — 3. 

1627. Calcular el área de la figura limitada por las líneas y == 
= rey =r i. 


Evaluación de la integral 
T zdz 5 
1628.Domostrar que la integral | spes monor que. 
d 
А 


1629. Demostrar que la integral | -ndz está comprendida 
D 


entre y 2e. 

En los ejercicios 1630— 1635 evaluar las integrales. 
35 i 

160. | 22 1681. | HE dz. 
4,5 0 
m 5 
T T 

1632. | (1+sontajdz — 1683. | dz. 
t + 
v3 е 

1634. — 1635 Lena 


А і 
1636. Sin hacer ningún cálculo, averiguar cuál de las integrales 
es mayor: 
1 i 2 2 
1) f adz ó | dz; 2 fdz ó raz. 
è i i 


0 
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1637. Esclarecer cuál.de las integrales es mayor: 


i i А 2 
" а "dió 
DE alil uus ДЕ egi | E 
2 2 4 4 
3) {ға 6 {шз 4 d é | аа. 


1638. Aplicando la desigualdad de Cauchy — Buniakovsky 


o аша 
| f 46) | < Vi V. COP dz Vi ЕА 


n 
demostrar que reset. 


Mostrar que la aplicación de la regla general produce la evaluación 
menos exacta. 
1639. Partiendo de consideraciones geométricas demostrar las 
siguientes proposiciones: 
a) si en el intervalo [a, 2] la función / (z) crece y tiene su gráfica 
cóncava, se tiene 
è 


@—)/ (а) < | е) аса) LOGO, 


b) si on el intervalo (а, 5) la función f(x) crece y tiene su 
gráfica convexa, se tione 


А 
(0a) lA < | уа) а (b—a) 0). 


aplicando el resultado obte- 


à 
1640. Evaluar la integral $ == 
nido.en el ejercicio 1639. 5 


1 
1641. Evaluar la integral jv TG dz aplicando: 


1) el teórema fundamental sobre la evaluación de la integral, 
2) el resultado obtenido en el ejercicio 1639, 
x y desigualdad de Cauchy — Buniakovsky (véase el ejerci- 
cio * 
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Valor medio de la función 


..,, 1642. Calcular el valor medio de la función lineal y = ke + b 
‘ên el intervalo [z,,; zl: Hallar el punto.en que la función toma este 
valor. 1 

‚1648. Calcular: êl valor medio de la función cuadrática y == az* 
гөп el intervalo Iz, 23]. ¿En cuántos puntos del intervalo la función 
toma. este valor? 

4644. Calcular el valor.medio de la función y = 22* + 3z + 3 
еп el intervalo 14, 4]. 

4645. Partiendo de consideraciones geométricas, calcular el 
valor medio de la función у= Y a? —z? en el intervalo [—a, a]. 

1646. Partiendo de -consideraciones geométricas, indicar él 
valor medio de la función continua impar en el intervalo simétrico 
respecto al origen de coordenadas. 

647.. La sección de un canalón tiene la forma del sogmento 
parabólico. Su base es igual a a = 1 m, la profundidad h = 1,5 m 
(véase la fig. 36 en la pág. 120). Hallar la profundidad media del 
*analón. 

1648. La tensión del «circuito eléctrico crece uniformemente 
por espacio de un: minuto, desde E, == 100 V hasta Е, = 120 V. 
Hallar la intensidad media de la corriente correspondiente a este 
mismo espacio de tiempo. La resistencia del circuito es igual a 
10 ohm. 

1649. La tensión del circuito eléctrico va decreciendo uniforme- 
mente, disminuyendo 0,4 V por minuto. La tensión inicial en el 
circuito es igual a 100 V. La resistencia es igual a 5 ohm. Hallar 
la potencia media de la corriente durante la primera hora del fun- 
cionamiento. 


Integral de límite variable 
1650. Calcular las integrales de límites superiores variables: 


М z А ` 

A А Sos 
1) |же 2) EL 3) j 2-5). 

1651. La velocidad del movimiento de un cuerpo es proporcional 
al cuadrado del tiempo. Hallar la dependencia entre la distancia 
recorrida s y el tiempo t, si es sabido que en los primeros 3 s el cuer- 
{о reorió 18 em y que el movimiento comenzó en el momento 
t=0. 


1652. La fuerza que obra sobre un punto material cambia umi- 
formemente respecto a la distancia recorrida. Al principio del trayec- 
to era igual a 10 N y al desplazarse el punto 10 metros, la fuerza 
aumentó hasta 600 №. Hallar la función que expresa la relación 
entre el trabajo y la distancia recorrida. 
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1653. La tensión de un circuito eléctrico varía uniformemente, 
siendo igual а E, para t = tj, y Es рага t = ty. La resistencia № 
es constante, se prescinde de la capacidad у de la autoinducción. 
Expresar el funcionamiento de la corriente como función del tiem- 
po t transcurrido desde que comenzó el experimento. 

1654. La capacidad calorífica de un cuerpo depende de la tem- 
peratura del modo siguiente: с = cy + at + Pf”. Hallar la función 
que determine la dependencia existente ^ntre la cantidad de calor 
recibida por el cuerpo al ser calentado desde cero hasta f, y la tem- 
peratura 1. 

1655. Un trapecio mixtilíneo está limitado por la parábola 
y = x^, el eje de abscisas y una ordenada móvil, Hallar el valor 
del incremento AS y de la diferencial dS del área del trapecio cuando 
æ= 10, y Az = 0,1. 

1656. Un trapecio mixtilíneo está limitado por la línea y = 
= V 2 F 16, los ejes de coordenadas y una ordenada móvil. Hallar 
el valor de la diferencial dS del área del trapecio cuando 2 = 3 
y Ax = 0,2. 

1657. Un trapecio mixtilíneo está limitado por la línea у = 2%, 
el eje de abscisas y una ordenada móvil. Hallar los valores del 
incremento AS del área, de su diferencial dS, los errores absoluto 


(а) y relativo (8 = A) que se cometen al sustituir el incremento 


por la diferencial, si z = 4 y Az toma los valores 4; 0,1 y 0,01. 
1658. Hallar la derivada de la función 


= 
1+8 


y= | zen t para ze 1. 


1659. Hallar la derivada de la función 
u= | sonzdz рга т=0, z=, nh. 
à 


1660. ¿A qué es igual la derivada de Ja integral cuyo límite infe- 
rior,es móvil y el superior es constante, respecto al límite inferior? 
A 1 


1661. Hallar la derivada de la función y= | VIF Faz. pata 


E 


z=0 y 2=3/4. 
1662. Hallar la derivada respecto a z de la función y= 


28 
e 
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1663. Hallar la: derivada respecto а = de la función 
e j 


А 
1) [La 2) IE 
i E 
2 


1664". Hallar la derivada respecto a z de la función Jug ал. 


5 
1665. Hallar la derivada respecto а z de la función y dada en 
forma implicita: 


ds Я 
РА а. 
je ы аш 


1666. Hallar la derivada respecto a z de la función y dada en 
forma paramétric: 


t 


1) a= | ма, y= | costat; 2) z= јама, yo | ena. 
а 
1667. Hallar el valor de la segunda derivada respecto a z de la 
función 


аг 
у= | Ey vara 21. 
š 


1668. ¿Para qué valor de z la función 
1= j xe dz tiene extremo? ¿A qué es igual? 
5 


1669. Hallar la curvatura en el punto (0, 0) de la línea dada 
por la ecuación 


faga diat. 
è 


Fig. 37 Fig. 38 
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1670. Hallar los puntos del extremo y los de inflexión de la 
:gráfica de la función 
z 


›=\ (?—32+2) dz. Construir la gráfica de esta función. 
d 
1671. Siguiendo las gráficas de las funciones presentadas en las 
fig. 37 y 38, averiguar la forma de las gráficas de sus funciones 
primitivas. 
Fórmula de Newton — Leibniz 
1672. Calcular las integrales: 


4 3 H Р 
0]: 2 | 3 prias 4) | (+a) в 


1 
9 2 2a 
- z ^ an. dro. 
5 уау даа 9 }05-У®ав n jm 
H è x 
я ita, de s d. 
8) We 9 jme ь>0); ю јоз 4j ds. 


1673. Calcular las integrales: 
M а 

1) j senzdz; 2) регеа 
3 


(interpretar geométricamente el resultado obtenido), 


3 P 


- * 
з feds 4 | еа 5 e 0 {тя 
à і 
E 


v 


1674. La función f (z) tiene valores iguales en los puntos z = а 
z= b, y una derivada continua. ¿A qué os igual la integral 


Y 
j Роа? 


1675. La tangente a la gráfica de la función у = f (+) en el punto 
cuya abscisa es z = a, forma un ángulo de $- con el ejo de abscisas, 
mientras que en el punto cuya abscisa es z = b forma un ángulo 

M 


de E. Calcular f (a) de y f (f (e) des f (а) se supone con- 


stinua. 


Capítulo VI 


Integral indefinida. 
Cálculo integral 


$ 1. Métodos más simples 
de integración 
En los ejercicios 1676-1702 hallar las integrales; usandó la 
tabla do integrales y aplicando las reglas elementales para la inte- 
gración. 
1676. [Vzdz. 1677. рута. aem [3 
i de 
^ TAM 
1679. | 10а. 1680. [atetaz, 1681. hy 
dh =0,! ж 
1682, | 1683. IE 17 dz. 1684. | (1—2u) du. 
1685. | (У=+1) (22V -1)az. 1686. [egets ds. 
1687. | (22-0246 35-05 — 5%) ds. 


1688. | (22)? as, 1689. Í p ш. 
1690. pego de. 1691. | Ya. 
1692. Jm 1693, SAA as. 
1094. f EEE dz. 1695. | ¿LE di 
1696. j tata de, 11697. 7 


5 z (14222) de 
1098-0 2s0n* de... - 1099. | Сара. 
s-um 
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dz 
E 


( adr 
1700. | EA ои. f 


1702. j (arcsen z+ árecos л) dz. 


En los ejercicios 1703—1780 hallar las integrales, aplicando el 
teorema sobre la invariancia de las fórmulas de integración. 


1703. | nza (sen 2). 1704. teze. 
1705. 23. 1706. | 4 taz. 
dz 
1707. lets 1708. | E (e 0). 
1709. j* (8—3zy dz. 1710. jvi Badr. 
1711. rar 4712. [ay Haz. 
1713. quce 1714. ILES 
z dz 
1715. Ys 1716. ¡5 
(67 —5) de 
1717. YU Я 18. fu. 
sen хіт 
1749. | sen? zcoszdz 1720. | 
1721. 1 p 1722. Û соз? zsen 2s dz. 
Viz {arctg 2)? de 
1728. | YEE ae a724. | eme. 
dz 
1725 == Visz 1520: tz У, 
аба) 
1727: [esed ia). 1728. | Ер 
1729. | cos rds 1730. { (cosa —cos 22) dz. 
ати. зоп (22—3) dz- 1732. ILL 


1733. [es (22-5) а= 1734. ў e sene az: 
4735. jm. ENSE E 


$ t: Métodos más simples de integración ` 


їзє 


ал88. | mS тә, |а. 
пи. | д. зто. E 


1744. | шай. — 1745. још: 1746. $ зга. 


1747. jettz--taz. 1748. f Ed. ams. SHE 


1750. | 2 a, 1751, | еез дор). i 
vu A а 
1752. (ент сова dz. 1753. [ач dz. 1754. f ааа 
1755. | erm az. 1756. | etzdz. 1757, | ead, 
dr 
1758. 1759. {тк 
170. [e d [LM 2 | چ‎ 
1763. you 1764. | 55 1765. yz. 
E EM 

1766. | JE. 1767. 25 1768. | e. 
1769. 1770. } шк 
175. 172. | (63 0? dz. 
1773. 177. | EG az. 
1775. 1776. $ Tuna. 
т. | аса, 1778. | Я 

-l vaza” [YE 


1779. $ mna. 1780: | з= 
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En los ejercicios 1181—1700 hallar las integrales, despejando 
la parte entera de la fracción bajo el signo de integral. 


Ju z Ar 
1781. |а. 1782, 124. 1783: (e dz. 


1784. [jar 1785. pe: 1786. | Far. 


E- 
( 2ج‎ 2-1, Ed 
1187, | Faz. 1788. E 

179. | £2 Я 

En los ejercicios 1791—1807 hallar las integrales aplicando el 
método:de descomposición de la expresión integrando у el método 
para despejar el cuadrado perfecto. 


^ ide des de 

ит. qiie md ca 
de 2+4 4 , dr 

1m. | аба: S іна. jme. Sa" 
ma 1798. ag. i 1799. Vea 


Se 1801. a 1802, = 
1808. јат 1804. ўт 

¡n= ña 
1807. oer 


En los ejercicios 1808—1831 hallar las integrales aplicando 
fórmulas trigonométricas para transformar la expresión integrando. 


1808. | costzdz. 1809. [esas 1810. тт 


оп = 


Hon Ваал. +0! 1817. | созде соз32 08. 
1818. (sen2zsenSzdz. TT 1819. [оозе оов длоов3®йл. 


` abats p E (Eee. 
" 


482. 


созт [rx 


1 62: Métodos prinéipalés de intégración ^ 433 


de. ACIE. аам. | PE da. 825: de 
1826. | costar. 182%. redes 1828: | deze 
1829. | миш. 4830. | мга. — 183. | Ez 


$ 2. Métodos principales. ; дз 
de integración MR 
Integración por partes 
En los ejercicios 1832—1868 hallar las integrales. 
1832. [son Ard. ` 1833. | aeos zz. 1834. | aet dz. 
1835. | 23 dz. 1836. | 20202. (n—1). 
1837. | zarctgzdz. 1838. | arccoszaz. 1839. | arctg V zaz 


1840. гне 1841. | ztgèz de. 1802, | acostada, 


УТ at 
lez gz А pu 
1843. pu 1844: | چ‎ de. 1845. IL EË dz, 
1846. | In (224-0) dz. 1847. ee 
434: ^ 
1848. ¡+ 1849.../ 22 In (142) dz. 


1850. | aede. — 1851. [utero 1858, | wade. 
1853. | zson dz. 1854. | acostada, 1855. | tsar. 
1856. | Ede. ` 1857. Jos 1858. | (arcsonz)*dz. 
1859. | (arctg z)*z dz. 1860. esen ade: 


1861. J e (sen 22 — cos 22) dz. 1862. | eteosnz dz. 


134 Cap. VI. Integral indefinida. Cálculo integral 


al dz 
1863. | зәп ш = dz. 1864. fcosinzdz. 1865*. va 
18660, | V FEB ds. 1867. Jae СУТ 1868. | 2e“ sen zdz. 
Cambio de variable 
En los ejercicios 1869—1904 hallar las integrales. 
dz o 
1869. | ги (ustituyondo 2 +1 ==, 
zdz еза dx 
1870. | gen. | Era 1872. | 


1873. IE SEL dr 1874. Ld 1875. | E, ds 


1876. TO de 1877. | 


dr 
гт. S] ушр 
1879. | =н (sustituyendo т =). 
de de 
1890. | упр 1881 [у> 1882. рас: рт“ 


1883. | va (sustituyendo e* +4 =z). 

de КЕЗГЕ] 
1884. | „=. 1885. | EA az. 
1886. [VATES sen 22-008 22 dz. 

1n tg 15 dz 
1887. | nz de 859. | EG. 1889. > 
1890; f a 


(sustituyóndo. zeli, o a=atgz, o a=ashz). 


вм. j = 
1892. ¡ne 


PA 1 в 
(sustituyendo ¿=L, o z=, о z=achz). 


(sustituyendo z =a sen 2). 


672. Métodos principales de integración ^ 


1898. ¡LF az. 1894. [VEZ az, 
1895. | E аво, [LEA as 
1897. > 57 1898. $ туё ? 
1899. | — — 4 "o j “yes. 
1904. | GISVENT 1902. $ ysis. 
1909». $ үт: 1904, $ EME. 


E 
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En los ejercicios 1905—1909 hallar las integrales efectuando 
primero el cambio de variable y luego integrando por partes, 


1905. | edz. 1906. $ sen тас. 
{ _агсзепх a агс\й x 
1907. | vem 1908, | Eds. 


ante 
1909. | EE de 


Diversos problemas 
En los ejercicios 1910—2014 hallar las integrales. 


19:0. |+) FF 2zdz. 1911. | и ее de 


vs 
1912. bye 1913. | Жат. 
T 
1914. j VIZE dz. 1915. j cog zt dz. 
"un 
1946, | 2—3:3)? aT as. 1917, IE 


pa | Lito 1919. | 


de 
BFE 


1920. 


2+3 
а. 1921. | ука 


1922. | i-i dz. 1923. EE as. 


436 E Integral indefinida. Cálculo integral 
1924. |. 3 1925. | S. 
1926. f TES dz, 1927. | SEES a: 
1928. | 
1930. | 
1932. f 
1994. | 
1936. $ 
1938. $ 
1940. 
1942. 
1944. 
1946. [E j Yn 
1948. | 1949. ¡A+ 
1950. 1951. | RR: 
1952. BS ¡dz У " 
1954. 1955. | y Um 
1956. | átorgzds., 1957. | zsenzcoszdz 
1958. fatcososda. i > 1959. | e72? dz. 


aoe наз 


1973, | влетал. 


i—igz ` 
1975. TFügs dz. 


зг de 
1977. $ + 


* a*dz 
Me 
е de 
1986. Узун 
1998, | УКЕ ar. 
LT 
1990. Тан 
de Vzde 
= атут TET 
1994, | LE as. 1999. PE. 


de 
1996. av? 


1997. § FZ as. 
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1998, | — 199. | эш. 8 A 
a=? 
dz LACTIS 
E 
2002. | > 2003. | 22 ыр 
(He) dz = 
2004, zo. 2005. | V=1 az. 
1а (z4-1)—1nz dz 
20069, HER; 2007. | эш. 
2008, $ arccos И хіта. 2009. jane Фура) dz. 
3 
xe }Ушыш al тунт 


$ 3. Tipos principales 
de las funciones integrables 
Funciones fraccionarias racionales 


En los ejercicios 2012—2067 hallar las integrales. 
1) El denominador tiene sólo distintas raíces reales. 


1 zdr а f zdr 

202. jer. 2018. ux 
2524-44: —0И 
зм. | ET 
de 

As j буйы 
2017. | inci ds. 

talr Bede 
2018. [yas menm 
3019. f گے‎ 

21—3:2+2 
2021. j E 


а= 


$3.Tipos principales de las-fanciones infegrables — -. 
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2) El denominador. tiene sólo raíces reales; algunas raíces son múl- 


tiples. 
202. | E 2023. (E 
2024. ¡Her 2025] EE ds. 
2026. | 2027. | Ru. 
udi 2029. meu 
T їз E) ds. 2031. j == чу" 
aw. | De. юз. | E 
2034. | Eds. 2035. | Ez az. 
3) El denominador tiene distintas raíces complejas. 


dr 
205. | pp 
es de 
2089. І [IM 
2041. [| EZ. 
de 
nm ermern 2 
OPA 
2045. | a 
204%. | m. 
4) El denominador tiene raíces 
Dri 
us. | Team + 
(522—12) de 
2050. | .و‎ 
dz 
2052. Pie 


de 
MS j [m 
5) Método de Ostrogradski. 


S 2+2 
2056. | Eta 


de 
2037. | 25. 2038. 


(244-1) de 
D Ta s 


2040. | E 
202. | eem 
вы, j E. 
2046. | ERAT. 


complejas múltiples. 


dz 
2049. | yx 
(z2-1jdzr 
OE j [E ° 
2zdzr 
2058. | qa: 


2 
2055. | gr: 


(42? —82) de 


2057. | «ая 
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2+:+1 Ara Ade 2 
LEES ۰ oso. | id 
(idz - de 

2060. | ON 2061. | pg. 

(242) de 
2002. j рату: T 2063. | E mW 
2064. 26 24z— 25 


Жем 
== ах pe 


2065. | 


заг e 
2066. | нна dz. 
2087. lanar => 


Algunas funciones irracionales 
En los ejercicios 2068—2089 hallar las integrales. 


1) Funciones de la forma LI z, Y Y чиш. 
Vu ТЕЧ] ) 


de + dr 
2068. j (VEY) ° 2009, j ++? 
2070. $ "=. жн. | 
(2407 ачыу? 
2072. | m dz. 2073. jeg 


am. [y ime 2075*. E 


2) Binonlios dijerenciales A (a+ b2")? dz. 
2076. Јуан 2077. реба 

4 
2078. ==. 2079. IA [pur 


$ 3. Tipos Principales do las funciones integrables 


me. }® AXVEQ, U* эу; is? 3 


2086. | FZ ae. 


2088. | Y TUF zd. 
E pi > 


Funciones trigónométricas ^ 


En los ejercicios 2090—2434, hallar las integrales. 


2090. | son? zcostzdz. 2094. [Ras > 
2092.- |. 2098, e ds. 

294. |I. 2095. [metes 
e [umm m ns 

2098. | cost zdz. 2099. | ctg‘ zaz. 

2100. [tg zdz. иш. ж. c 
2102. | چ‎ EE | E, ar, 
мо. | ی‎ Aos. [Du 
2106. | а 2107. | Ac 
zos. | LE 210. | EL 

2110. | — E 211. [x 

212. | az 2113. IE 

2114. irn 2115. IE 
246. na 2T p 
28. [x 219. | 
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de 
SIS lam 
2m. [LEE 


B z— coss 


2123. | VT+Fsonzar. 


aae, | LENE ш. 


dr 
2021. at 


2124. | LE ar 


nz cosa 


de 
aca | Vaz 


de 
2127. f PIE 2128. | УТ соот de. 
29. (cos 22—3) dz S E ах 
A j costz à—ctg* z RN: ا‎ Y wz 
2 2 


из. f Vigzdz 


Funciones hiperbólicas 


En los ejercicios 2132—2150 hallar las integrales. 


2132. 
2134. 


IET 
e 
2136. | «аваг +shtaz) dz. 
2138. | tado, 

2140. | shtzda, 

2142. {ета 

2444. | ethózdz. 

TA 

2148. | ут. 
IE 


2146. 


2150. 


sh*z* 


2433. f sh zdz. 
2155. > 
2437. | shèzdz. 
2139. | cth? zdz. 
2141. | агаг. 


2148. | shtachi тйл. 


dz 
2145. | > 


dz 
2147. | a: 
249. | E. 
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Funciones racionales de z:y V az Foz He 
En los ejercicios 2151—2474 hallar las integrales. | 


ase | 2152. E 
2453, ¡vé si 2154. ¡mé 
255. | VERE a, ив. | шыр 
2157. ا‎ 2158. jvz-u-ia. 
259. DySS—Srriae 2160. Гута. 
2161. ا‎ 2162. ааай 
2163. ar 2464. ¡vz WEE 

2165. = 2166. «E 

2167. j VERE $ 2168. j vein dz 
2169. == + 2170. ¡TH ER 
ни, рану 

2172. | YEE ds. 2173. IE 
in. ty 


Diversas funciones 


En los ejercicios 2175—2230 hallar las integrales. 


zdr zdr 
27. DL. 2176. IE m 


ит. | /afzaz. 2178. | ho 
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- zy Tz 2442 
2179. dz. 2180. [ES 


2181. 
2183. 


== 2182. | Es 
i 2184; j (a+ 32-5) cos 2x de. 
2185. 1 
2487. 
2189. Vue an. 2190. 


j 

j 

j 

j 

j j 

Í | 
2491. | ауға. < 2192. $ 

j j 

j f 

j j 

j 

j 

| 


ash x de: 2186. 
A 2188. 


s 
u 
a 
or 


2199. IY 2194 E: . 
کے کے‎ 2196 V ux 
97. | ig. 2198. } У® #1 as, 
SYF 
2199: [HE 2200. | de 
а= 6 a" 
d: 4: 
220. |: 2202, 1 Star 
2208. | eln(1+2)dz 2204, | MA. 
2205. ¡va + 2206. | ate cos z dz. 
m 
2207. Viae? (2744) de 2208. vx 
dz зол 22 de 
2209. |uxftnls O Dm e! 
241. | Tez: 2212. | Vz 2s. 
] (2—4) dz 4 de 
зиз. | ие} уя 
лебде es i jue (леда ooa 
2215. IE | 2216; PY т 
2247. (NIS D 2218. | ҮЗЕ de. 
эме. (ошеа) #15 mme pue | 
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mn. | e am. | 

2228. o 22k. f sonde, 

ma. | E 226. Eds. 
2227. IE * 22228. § Eds 

2229, Жүгү. 2290. f amo oi een 2 д. 


10-0176 


Capítulo ҮШ 


Métodos para ealeular 
integrales definidas. 
Integrales impropias 


$ 1. Métodos de integración exacta 


Aplicación directa de la fórmula de Newton — 
> — Leibniz 


En los ejercicios 2231.—2258 calcular las integrales. 


i s 
2231. [VTFzaz. 23h. juu 
è ES 
Toa © уса 
33. i 2234. idy. 
m: 1 zt j yi Y 
E. s 
t 2л ri de 
2235. jm (9-6). 236. | Vin 
i М 
2237. je- 4) e dz. 2238. ¿E (0 a0). 
è ` è 
i H 
zdr de 
Из. | (2231) Б | Vi (mz 
í aL 
2241. | PE as, 220. E. 
i i 
O EN 
E 
2243. j Yum 2244 ¡+ 
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2248. 


2250. 


2251. 


2253. 


2255. 


2257. 


A 


n 
«| 
E 
El 
| 
E 


“а dum 
y 
H3 
м 


Чаа а 


ü 
h 
E 


T 


E] 
alo 


ادص |د 
ы‏ 
в‏ 


V cos x — cos! z dz. 


2254. 


2258. 


cos! z sen z 22 dz. 


4а 


son? (oz -- qo) йт. 


Suela 


ctg‘ фаф. 


ea 


cos t sen (22—F) at. 


dada 


En los ejercicios 2259—2268 hallar las integrales integrándolas 


por part 


2259. 


es: 


1 
aetas. 
à 


ема 
8 
$ 
8 
$ 
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x 
з n 
dr 
me. | E. 2202. | 2senzds. 
H 
E з 
2 e-i 
2263. | zlog, saz. 2264. j 1n (z 4-1) dz. 
1 0 
2206. | уа аз. 
è 
"n е 
2267. | e*coszds. 2268, | 1а? 24. 
0 1 
2269. Deducir las fórmulas de recurrencia para calcular las 
i i 
integrales È cos"zdz y jsen"zdz(n es un entero positivo o coro) 
i à 
y calculer las integrales: 
M z z 
т 1 i 
a) {әпәй b) $ cost zaz; e) $ sent zdz. 
à i 


° 
2270. Deducir la fórmula de recurrencia para calcular la inte- 
x 


E 
gral | sen" scos" zdz (m y n son enteros positivos о ceros; exa- 


minar los casos particulares de valores pares e impares de m y n). 
2271. Deducir la fórmula de recurrencia y calcular la integral 
o 


f geedz (n es un entero positivo). К & 
AL : ger 

2272. Demostrar la fórmula de recurrencia 

Я $ ds z Ф 2-3 j de 
EP “шалу Ен Колу ) ИР 


(п es un entero positivo) у mediante ésta calcular la integral 
1 £ { 


| ar: 


Er 
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2279. Demostrar que si л | шга. se tiene Jn — e— 
mI а (т es un entero positivo). а 

2274*, Hallar la integral | P(1—z)dz (p y g son enteros 
positivos). ч f 


Cambio de variable en la integral definida 


En los ejercicios 2275 — 2295 calcular las integrales. 
н 


^ i А ; 
z zdz zdr * 
2275. | yere. 2276. pa am. ARS 
t zdz N VE de Ty Pide 
i ED 
2278. hx 2279. ye 2280. Ja و‎ 
" T 
22819, | sent $ de, 22825. | cost 2x dz. 
0 9 
1 vi 
2288. | anie. 2284. | VEZ a. 
$ 1 
n i 
2285, | сё E 
йс і 
2 
Р 1 
de 
2287. awer 2288. ]Ya-eres 
1 m2 
2289. | ауа. 2290. | утаа, 
i і 
t de f dz 
2204. |.— =. 292. 
i ү» | ea 
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s. 5 
Y 

2293, (25—22) 2294. dz 
P | i j | Quy 
2V3 


| 
Y 


de 
2295. VET 


Distintos problemas 


2296. Calcular el valor medio de la función у= Y z--—— 
yz 
en el intervalo ИИ, 4]. 
2297. Calcular el valor medio de la función f (z) = 
intervalo И; 1,5]. 


. Calcular el valor medio de las funciones f(z)=sen z 
у f(2)=seniz en el intervalo (0, a]. 


2299. Calcular el valor medio de la función f(z)— 
intervalo [0, 2]. 

2300. ¿Para qué valor de a el valor medio de la función y — 
= ш т en el intervalo И, a] es igual a la velocidad media con que 
varía la función en este intervalo? 

En los ejercicios 2301 —2317 calcular las integrales. 


nel 


2 
eT 


enel 


2 yz 
de z9dz 
эп. | $3 2302. E 
1 
E ya 
dr 45 de 
2308. | 27. 2304, | Ez, 
D è apas 
2305 j ie 2306. T Li. 
CAVA CAVA 
1 vs 
2307. | * 2308. | sy TEX dz 
i D 
n з 
* dr 
2309. j 2310. j түш 
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T А dé 
"m xt 
2314. j та 2312. puse 
* 
Н LI 1 
зиз, | E. 2314. | creson a) de. 
[ETT ۳ 
" y 
2915. | arctg V V z— 1 dz. ae, Û 
Е $ me 
Ei 
2317. son z cos z dz 


1 Toota опта * 


F 
2318. Mostrar que wc =, donde a y b son 


0° 
cualesquiera números reales distintos de cero. 


4 
2319. Resolver la ecuación j ту” i 
K 
2320. Resolver la ecuación j vaa"? 
== 


2321. Al quedarse convencido de la validez de las desigualda- 
z " ds 
des T0221 para 2>e, mostrar que la integral Ич 


es menor que 1, pero mayor que 0,92. 
2322*. Mostrar que 


1 
"к de ЕЗ 
20,523 < j yx < 055. 


2323*. Mostrar que 


0,5 
0,5< dz ex 20,523 
| ут $ 
(n>1). 
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2324. Valiéndose de la desigualdad sen z >> z— J , que es váli- 
da para z>0, y de la desigualdad de Cauchy —Buniakovski (véase 


el ejercicio 1638), evaluar la integral | V sen z dz. 


оми 


de 


VUA «0,83. 


4 
2825", Mostrar que 0,78< | 
i 


2326. Hallar los valores máximo y mínimo de la función 
s 
(= Î gy at on el intervalo [—1, 1]. 
3 
2327. Hallar el punto extremo y los puntos de inflexión de la 
h 
gráfica de la función y= | (t— 1) (4-2 dt. 


En los ejercieios 2328— 2331 demostrar la validez de las igual- 
dades sín calcular las integrales. 
я 


ж 1 M 
2929. | aUsentzdz=0. ` 2329 Ta PART 0. 
- E 
i 
2330, | ae 2 f emsan 2331. | oszi pz =0. 
f с, -+ 


` 2382*. а) Mostrar que si (£) es una función impar, (709 de 
A 
* 


es unä función par, es decir, que [ 10a | riga. s 


= 
b) ¿Será la función | /()dt impar, si lá fünción 700) es par? 


2333*, Demostrar la validez de la igualdad 
А 


& : 
[deo] tam 
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^ 2834. Demostrar Ja identidad- в 
ж ^H ыш 
Тат inm = 


2335. Demostrar Ja. identidad 
ben? x 


"ы { arcsen id + AS arcos V idit. - 
2336; Demostrar la validéz dela iguáldad 


{ача у= {а - zy" dz. 
° KJ 
2837. Demostrar la validez de la igualdad 


| Ка) а= { 1(a-4-b— 2) dz. 


3 Е 
2338. Demostrar quo | f (cos) dz = | J (sen =) dz. Aplicar el 


я 
т 


resultado obtenido рага calcular las integrales | ёз 


y j senta dz. 


" " 
2339*. Demostrar quo | z/(senz)dz = | f (son 2) dz= $2 x 
$ i 


" B 
+ i 
x | 1(son2)dz=a | (зоп 2) de. Aplicar el resultado obtenido para 
ialeular 18 integral ° 


ri 
j zons 


1 TF cosir ds. 
2340*. Mostrar que si la función ў (=) es periódica cuyo período 
pu 


es igual a Т, se tiene que j 7 (z) dz no depende de a. 
E 
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2341*. Sabemos que la función 7 (z) es impar en el intervalo 
[E 4] y su período es igual a 7. Demostrar que fr (0) dt es 
t 
también una función periódica cuyo período es el mismo. 
2342. Calcular la integral | (1 — 22)" dz, donde n es un entero 
positivo, aplicando dos métodos, a saber, descomponiendo el grado 
del binomio según la fórmula para el binomio de Newton, y por 


sustitución z <= зеп. Al comparar los resultados deducir la si- 
guiente fórmula de la suma (C^ son coeficientes binomiales): 


^c& a (PCR 24.8... 2n 
i-e А.Н 
zm 
2343. La integral | zy se halla sin ninguna dificultad 
è 


por sustitución tg F=2. Tenemos: 


IE d | 
y $ 042 (537 7) 


Pero, por otra parte, —3<-—3c0sz<-+-3, por consiguiente, 
2<5—30092<8 y > gg >}. De donde 
А E 
тве IL Sd ES 


y, por lo tanto, | ga > f. Hallar el error on este razo- 


namiento. 


a 
£s, 
2344*. Sea I, = j ш" хйт(п;>1 y es un entero). Probar que 
è 


3 


а.а ui. Domostrat que рр > Iam. 
2345*. Demostrar que la siguiente igualdad es válida: 
x N EX 2M 
| енеш нек [eT de, 
i i 


8:2: Métodos aproximados BNET: 


2346*. Demostrar due 
Aj 0 si 2<b, 
-{ čo, si z—b 


(02-0, k>0, b>a>0). 


§ 2. Métodos aproximados 


En los ejercicios 2347 —2349 efectuar los cálculos con exactitud 
hasta 0,001. 

2347. El área de la cuarta parte de un círculo cuyo radio es igual 
a 1, es igual a Z. Por otra parte, tomando un solo círculo cuyo cen- 
tro se halla ей el origen de coordenadas y cuya ecuación es z* + у? == 


— 1, y aplicando la integración para caleular el área de esta cuarta 
parte del círculo referido, obtenemos: 


1 1 
i- {ут id, о зва, ne4 j YTA dr. 
9 9 


Aplicando las reglas de los rectángulos, de los trapecios y la de 
Simpson, calcular aproximadamente el número л dividiendo el 
intervalo de integración [0, 1] en 10 partes. Comparar Jos resultados 
obtenidos entre sí con el dato tabular del número s. 

n 


2348. Sabiendo que | z=, calcular aproximadamente 
0 


142 


el número z, dividiendo el intervalo de integración en 10 par- 
tes, Comparar los resultados obtenidos mediante distintas reglas, 
entre sí y con los del ejercicio anterior. 

E) 


2349. Calcular In 40 = | # para m = 10, aplicando la regla 


i 
de Simpson. Hallar el módulo de transición de los logaritmos natu- 
rales. a. los decimales. Comparar con los datos tabulares. 

Em los ejercicios 2350 —2355, aplicando la fórmula de Simpson, 
caleular aproximadamente las integrales que no son susceptibles 
de ser halladas en forma finita con ayuda de las funciones elemen- 
tales. El número n de los intervalos parciales está indicado entre 
paréntesis. 


i AES 
2350. [VIF ds (n=10). -2351. | VTF dr (n=10). 
è à 
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2353. | Усов фар (n—10). 


m. "= 


желй 


s 
| 
EH 

2354. ут Tsen фар (=6). 
t 
m de (n=10). 


NS Usando la fórmula de Simpson, calcular la integral 


|. 1 (4) dz, valiéndose de la. siguiente tabla de los valores de la 


Función / (2): 


2357. Una recta toca a 14 orilla del río en los puntos А y B. 
Para calcular el Área del terreno entre el río y la recta АВ han sido 
tendidas 11 perpendiculares desde 
el río hasta AB cada 5 metros 
(la longitud de la recta АВ resul- 
tó igual a 60 m). Las longitudes 
de dichas porra, rosul- 
taron iguales a 3,28; 4,02; 4,64; 
5,26; 4,08; 3,62; 3,82; 4,68; 5,26; 
3/82; 3,24. Calcular el valor 
aproximado del área del terreno. 

2358. Caloular el área de la 
sección transversal de un barco 
tomando” en consideración * los 
siguientes datos (véase la fig: 30): 
. AA, =AjA, = АА» 

Fig, 39 = Aids = АА А, 


AB=3'm, А,В, = 2,92 m, А,В, = 2,75 m, AB; = 2,52 my 
ALB, = 2,30 m, А,В; = 1,84 m, АВ, = 0,92 m. 


2859: Para calcular el trabajo. realizado por el vapor en una 
máquina de vapor, se calcula el área del diagrama de indicador, que 
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és la representación: gráfica: de la-dependencis que existe entre la 
presión del vapor en'el cilindro y el recorrido del émbolo. La fig. 40 
muestra el «diagrama de indicador de: una» máquina de vapor. Газ 


2 


4 


B 
с 


T > Y 
A TENA 


Fig. 40 
ordenadas de los puntos de las líneas ABC y ED, que corresponden 
a Шз abscisas ту, Zi, т, ..., о vienen dadas en la siguiente 
tabla: 


Abscisas . . 


Ordenadas do 

la linen АВС 17,0 
Ordenadas de 

la línea ED 0,8 
Absoisas ... =0 
Ordenadas де 

la línea ABC | 15,0 | 13,3 | 120 | 41,0 6,2 
Ordenadas de 

la línea ED | 0,9 10 1,3 1,8 5,7 


Valiéndose de Ja fórmula de Simpson, calcular el área ABCDE. 
Las ordenadas son dadas en milímetros. La longitud OF = 88,7 mm 
(el punto F es la proyección común de los puntos C y D sobre el eje 
de abscisas). 


En los ejercicios 2360—2368. conviene recurrir a los métodos 
aproximados para resolver las ecuaciones, cuando se buscan los 
límites de la integración. 

2360. Hallar el área de la figura limitada por los arcos de las 
parábolas y = 2° —7 e y = —22? + 3z y por el eje de ordenadas. 
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2261. Hallar ol área do la figura limitada por la parábola y =+* 
y la recta y = 7 (= +4). 

2982. Hollar cl аа de la figura limitada por la parábola у == 
= 16 — 22 y рог la parábola semicúbica y = — 0/22, 

2363. Hallar NS área de la figura limitada por las líneas у = 
=4— z e y= 

2364. La fig. 41 muestra el diagrama de indicador (simplificado) 
de una máquina de vapor. Partiendo de las medidas indicadas en el 
diseño (en milímetros) calcular el área ABCDO, siendo la ecuación 


4B 


^ 


I 


Fig. 4t Fig. 42 


do la línea BC: ру? = const (lá línea BC se llama curva adiabática), 
y = 1,3..La línea AB es una recta paralela al eje Ov. 

2365. La fig. 42 muestra el diagrama de indicador de un motor 
Diesel. El segmento AB corresponde al proceso de la combustión 
de Ja mezcla; 1а adiabata BC, a la expansión; el segmento CD, al 
escape yla adiabata DA, a la compresión. La ecuación de la adíabata. 

BC es: ри? = const, la ecuación de la adiabata AD es: ри = 
= const. Partiendo de las medidas indicadas en el diseño (en mm) 
calcular el área ABCD. 


$ 3. Integrales impropias 
Integrales de límites infinitos 


En los ejercicios 2366—2385 calcular las integrales impropias 
(o demostrar su. divergencia). 
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2368. pee (22-0). - 2369. үз, 
1 Et 
2370. T D 2371. pe 
P |o 2373. 26 
2874. = 6 2875. iva 
2376. jene 2371. [asas 
D D 
2378. pem 2379. je vias 
$ 1 
2980. jenes 2381. Теона, 
à š 
2382. s * da. 2383. jm 
3 % 
2384. iof 2385. [= 


En los ejercicios 2386—2393 analizar la convergencia de las 
integrales, 


2386. | 


g 


dz. 2387. [as 2388, | 


als 


FAF 


z 
PS 


2589. (126204. 2390. [Y ze dz. 2391. | چ‎ 
y i 


E 


zininz Ы 


i 
а " 
2392. [len 2398. | 

e © ¿(nz)? 
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Integrales de las funciones que tienen 
discontinuidades infinitas 


En los ejercicios 2394—2444 calcular las integrales impropias 
do demostrar su divergencia). 


А А А 
2394. va 2395. j am. 2396. | yen 
H 
1 * 2 
2897. james 2398. EZ 2399. 2E 
2400. j DUE 
à 
2401. | VEN (a<b). 
A 
2402. «E yc (ab) 2403. im 
1 
2404. | yr TVE" 2405. ice 
2406. ee = 2407. je 2408. E dz, 
1 gå 
2409, pea Уз), 2440. Sd. 
tá 3 
2411. T 
i 


En los ejercicios 2412—2447 analizar la `сопуегдепсїа de las 
integrales, 


2412. 


n i 
ys dr 
[yra di. эй. | 


005 


2416. \ 
ug 
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Diversos problemas 
2418. La función f (x) es continua en el intervalo la, oo) y f (т) > 


А 50 рага ж > оо. ¿Puede converger la integral f f (2) da? 
Ё 


2419, ¿Para qué valores de k la integral |a» $329 dz será 
1 


convergente? 
2420. ¿Para qué valores de k convergen las integrales 


de dz 
{эы y |н" 
2421. ¿Para qué valores de Ж converge la їшїөдга1 icu 72 € 
(< а)? 
2422. ¿Sería posible hallar tal К para que converja la integral 


mm 
| 


2423. ¿Para qué valores de de y £ converge la integral | -2h da? 
E 
? 


2424. ¿Para qué valores de т converge la integral 


2425. ¿Para qué valores de % converge la integral [= 


sonte 
è 
En los ejercicios 2020-2435 caleular las integrales impropias. 


2426. 


1+ adz 
m. juj =s yie 


T 


EE (n es un entero positivo). 


2429. 


2430. | z"e-* dx (n es uu entero positivo). 


etg e$‏ واه وساي 


141—0176 
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2491. | z**1e-** dz (n es un entero positivo). 


(In zj^ dz (n es un entero positivo). 


| 
| 


am dz 
yi-s 


para m: a)'par; b) impar. (m2»0). 


i 
d 
1 
2434+. | مه چ‎ (n es un entero positivo). 
$ 
2435. | 
1 


"EE 
2430*. Demostrar que E PEN 

j Ed j irs aya 
2437*. Demostrar que | gp t=. 


% 
2438. Calcular la integral ¡== 
{ 


En los ejercicios 2439—2448 calcular las integrales aplicando las 
fórmulas 


ena YR (integral de Poisson), 


2 dz= (integral de Dirichlet). 


ec omg 
8 
8 


2489. | ета дт (a>0). 


& 


2441*. jet dz. 
П 


B 


* 


e-s dz: (n es un entero positivo). 


8 
Б‏ 
وساد واه وماد 
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Sen az dy, 
E s 


x 
5 


t 
ў 
8 
Е 


н 


sta dp (02.0, b>0). 


к g 
Б & 
Po Mem 


2449*. Pongamos q (2) = Intosy dy. (Esta integral lleva el 


nombre de Lobacheved.) Demostrar la relación 
(2) 72e (P+5)-20 (4-2) 212. 
Valiéndose de la relación hallada calcular la magnitud 


+ 
Ф (== El Іа cos y dy 


(por primera vez calculada por Euler). 
En los ejercicios 2450—2454 calcular las integrales. 


л 
2 


т 
2450. | Insenzdz, 2451. | z1nsenzdz. 
i 


a 
я 


т 1 
2452», | zotgzdz. 2458. | 2 ar, 
] ° 


2454. 


1 
Inzdz 
de 


te 


Capítulo VIII 


Aplicaciones de la integral 


$ 1. Algunos problemas 
de geometría y de estática 


Area de la figura 


2455. Calcular el área do la figura limitada por las líneas cuyas 
ecuaciones son y? = 22 1 y z— y – 1 = 0. 
2456. Hallar el área de la Figura comprendida entre la parábola 
= —z? + 4r — 3 y las tangentes a ésta en los puntos (0; —3) 


y (8; 0). 

948). Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y? = 2pz y la normal a ésta inclinada hacia el eje de abscises formán- 
.dose entre ellos el ángulo de 135°. 

2458, Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
ymaeycys. 

2459. Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
Y+8r=16 y y! — 242 = 48, 

2460. Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
у =? ө у = 22/8. 

2461. La circunferencia 2? + y? = 8 está dividida por la pará- 
bola y == 22/2 en dos partes. Hallar las áreas de las dos figuras. 

2462, Hallar las áreas de las figuras en las cuales la parábola 
y? = бт divide la circunferencia 2% + y? = 16. 

2463. De un círculo de radio a está cortada una elipse cuyo inàyor 
eje coincide con uno de los diámetros del círculo y el menor es igual 
a 2b. Demostrar que el área de la parte restante es igual al área de 
la elipse cuyos semiejes son а y а — b. 

2464. Hallar el área de la figura limitada por el arco de tna hipér- 
bola y su cuerda trazada desde el foco perpendicularmente al eje 
real. H 

2465. La сігсшмегопсіа #* 4 y? = a? está dividida por la hipér- 
bola z? — 242 = a*/A en tres partes. Calcular sus áreas, а 

2466. Calcular las áreas de las figuras curvilíneas formadas por 


ila intersección de la elipso 2 + 1? = 1 y la hipérbola Ẹ— y = 4. 
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2467. Calcular el “área:do:la figura comprendida entre la línea 
y de parábola, 
2468. Calcular ol área de la figura comprendida entre la línea 
y =a (2-1) y el eje de absoisas. 

2469. Calcular el árca:do la figura limitada por el eje-de“ordena- 
das уЛа línea z = y? (у —1): 

< 2470. Hallar el área de:una parto de la figura limitada por las 

líneas y". — z” e у" = 2", donde m. y n son enteros positivos. La 
parto buscada so halla:en el primer cuadrante. Analizar la cuestión 
sobre: el área total de la figura según. los números т уп sean pares 
o: impares. 

2474. a) Calcular el área del trapecio mixtilíneo limitado por 
el ojo de abscisas y la línea y = z — z* Vz, 

b) Calcular el área de la figura limitada por dos ramas de la línea 
(y — 2) = x y por la recta z = 4. 

2472, Calcular el área de lo figura limitada por la línea (y — 
—z — 2)? = = y los ejes de coordenadas. 

2478. Hollar el área del lazo de la línea y? = z (2 — 1)%. 

2474. Hallar el área de la figura limitada por la línea corrada 


=(1— E o 

2415. Hallar el área de la figura limitada por la línea córrada 

= کے‎ — a. 

2476. Hallar el área de la figura limitada por la línea cerrada 
a — ad + ay = 0. 

2477. Hallar el área de la figura limitada por la línea z*y? = 
= 4 (ш — 1) y la recta que pasa por sus puntos de inflexión. 

2478. Calcular el área de la figura limitada por las líneas у = е, 
y =e y la recta z = 1. 

2479. Calcular el área,del trapecio mixtilíneo limitado por la 
línea y = (22 + 22) e™ y el eje de abscisas. 

. Calcular el área del trapecio mixtilíneo limitado por la 
línea: y = e™ (22 + 3z + 1) + ei, por el eje Oz. y por dos rectas 
paralelas al ejo Oy trazadas de manera que pasan por los puntos ex- 
tromos de la función y. 

2481. Hallar el área de la figura limitada por las líneas y = 
= 20% е у = کڑس‎ 

2482. а) Calcular el área del trapecio mixtilíneo de base [a, 5], 
limitado por la línea y = ln z. 

b) Calcular el área de la figura limitada por la línea y = In z, 
por el eje de ordenadas y las rectas y = ln a, y = ln б. 

2483. Calcular el área de la figura limitada por las líneas y = 
=lnz e iz 102 2. 

2484. Calcular el área de la figura limitada por las líneas 

inz 


з=, 


у=. 
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2485. Calcular el área de uno de los triángulos curvilíneós limi- 
tados por el eje de abscisas y las líneas у = sen z e y = cos 2. 
2486. Calcular el área del triángulo curvilíneo limitado por el 


eje de ordenadas y las líneas y = tg z e y = 2 cosz. 


2487. Hallar el área. de la figura limitada por la línea y = 
= зеп? z -+ cos т y por el segmentojdel eje de abscisas que une 
dos puntos sucesivos de la intersección, de la línea citada con el eje 
de abscisas. 

2488. Calcular ol área de la figura limitada por el eje de abscisas 
y las líneas y —,arcsen z е y = arccos z. 

2489. Hallar'el área de la figura limitada por la línea cerrada 
(y — aresen 2)" = z — 2. Ln 


2490. Hallar el área de la figura limitada por un arco de la ci- 
cloide z= a (t — sen t), y = a (1 — cos t) y el eje de abscisas. 

2491. Calcular el área de là figura limitada por la astroide z = 
= а cos? t, y = a sen? t. 

2492. Hallar el área de la figura limitada рог 1а cardioide z = 
= да cos t — a cos 2t, y == 2a sen t — a sen 2t. 

2493. Hallar el área de la figura limitada por: 1) la epicicloide 


z= (R+r)cost—r соз Ett y=(R+r) sen irse 


2) la hipocicloide 
R 


а= (Ет) ові соз t, y=(R—r) sen ti—rsen Zt 


T 


siendo R = nr (n es un entero). Aquí R es el radio de la circunferen- 
cia inmóvil y r es el de la otra móvil; el centro de la circunferencia 
inmóvil coincide con èl origen de coordenadas; ¢ es el &ngulo de rota- 
ción del radio trazado desde el centro de la circunferencia. inmóvil 
al punto de contacto, 

2494. Hallar el área del lazo de la línea: 


Vem yate Des PAY = te 


2495. a) Calcular öl área que describe el radio polar de la'espiral 
de Arquímedes р = ag dando una revolución, 81 Ф «= 0 corresponde 
al comienzo del movimiento. 

b) Calcular el área de la figura limitada por la segunda y la ter- 
cera espira de la espiral y por un segmento del eje polar. Ect 

2496. Hallarel área dela figura limitada por la línea р = а sen 2ф 
(rosa de dos pétalos). , заб 
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2497, Hallar el área de: la figura limitada por la línea p = 
= а cos 5g. 

2498; Hallar el área de la figura limitada por el caracol de Pas- 
cal р == 2а (2 + cos q). -> 

99. Hallar el área de la figura limitada por la línea p = 
=atg Фф (a > 0) y la recta o = n/4. 
2500; Hallar «еза dela parte común de las figuras limitadas 
‚ por las líneas р = 3 --.cos 4p y p = 2 — cos 4p. 

2501. Hallar el'área de la parte de la figura limitada por la línea 

p 2 + соз 29, que se halla fuera do la línea p = 2- sen g 
- 2502. Hallar.el área de la figura limitada por la línea р? = 
== а®соз np (п es un entero positivo). 

2503. Mostrar que el área de la figura limitada por cualesquiera 
dos radios polares de la espital hiperbólica pp: = a y su arco, es pro- 
poreional' a la diferencia de estos radios. 

2504. Mostrar que el área de la figura limitada por cualesquiera 
radios polares de la espiral logarítmica p = ae”? y su arco, es pro- 
porcional a 1а} diferencia de los cuadrados de estos radios. 

2505*. Hallar el área de la figura comprendida entre la parte: 
externa e interna de la línea 


р= азе. 
2506. Calcular el área de la figura limitada рог la línea 
p= V1=F, w-arcsent4-V 27, 


lj En los ejercicios 2507—2511 conviene haber pasado a las coordo- 
падаз polares y luego efectuar los cálculos. 

2507. Hallar el área de la figura limitada por la lemniscata de 
Bernoulli (z? + y)? = а? (2 — y). . à 

. Hallar el área de la parte de la figura limitada por la lem: 

niscata de Bernoulli (véase el ejercicio anterior) que se halla dentro 
de la circünferencia z* + y? = a*/2. 

2509. Hallar el área de la figura limitada por la línea (z*4- 
+ mt a — py = 0. 

2510. Hallar el área de la figura limitada por la línea 


(14 yy = Да?ту (2? — 1%). 


2511.'Caloular el área de la figura limitada por la línea 2* + 
жй =й ج‎ 


2512. Calcular el área de la figura comprendida entre la línea 
y =r y Su asintota. 
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2513. Hallar el área de la figura comprendida entre la línea 
а 


= że ?у su asíntota. 
9514. Hallar el área de la figura comprendida entre'la cisoide 
Y = ny su asintota, 
2515. Hallar ol área de la figura comprendida entre la línea 
xy = 8 — Ат y su asíntota. 
2516*. 4) Calcular el área de la figura limitada por la línea y = 
= ade" y su asíntota. + 
2) Calcular el área de la figura limitada por la línea y? = ze, 
2517. Hallar el área de la figura comprendida entre la tractriz 


a= a (cost + Integy), y= a sent y el eje de abscisos. 
2518. Hallar ol área dol lazo y la de la figura comprendida entre 
la línea p = E y su asíntota. 


Longitud de la línea * 


2519. Calcular la longitud del arco de la catenaria y = a ch Ž 


(desde z, = 0 hasta z, = b). 

2520. Hallar la longitud del arco de la parábola y? = 2px desde 
el vértice hasta el punto М (т, y). (Como la variable independiente 
ha de ser tomada y.) р 

2524, Hallar la longitud del arco de la línea y = ln х (desde z, = 
= V3 hasta z, = V8). 

2522. Hallar la longitud del arco de la línea у= 1а (1—22) 
(desde 2, 0 hasta а=). 


23. Hallar la longitud del arco de la línea yw Int? 

(desde д, =a hasta z =b): 

2524. Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica 
y = (ш — 1)? comprendida dentro de la parábola jf ee 4. 

2525. Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica 
5y = 2% comprendida dentro de la circunferencia 2? -+ y* 6, 

2526. Calcular la longitud del lazo de la línea 9ay* = z (= — 
EE 


* En los ejercicios en quo se-calculan las longitudes de los arcos, en caso 
necesario, los paréntesis llevan indicaciones sobre el intervalo de variación de 
la variable independiente el cual corresponde al arco rectificable, — 
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2527. Hallar el perímetro de uno de los triángulos curvilíneos 
limitados por el eje de abscisas y por las líneas y = In cos z o y = 

= In sen z. E 

2528, Hallar 18 longitud del arco de la línea z = 2. — BE 
compreridido entre su punto más inferior y el vértice (el punto de 
la línea. que. tiene la curvatura extrema). 

2529. Hallar la longitud de la línea у = Vz — z* + arcsen Vz. 

2530. Hallar là longitud de la línea (y — arcsen z)* = t — 2? 

2531. Hallar un punto de la cicloide ж = а (t — sen t), y = 
"t (1, cos t) el cuál divida la longitud de su primer arco en razón 
de 1: 

2582. Sean dados la astroide z = R cos’ t, y = R sen? t y los 
puntos en ella А (R, 0), B (0, В). En el arco AB hallar el punto M 
tal que Ja longitud del arco А27 constituya la cuarta parte do la longi- 
tud del arco AB. 

H H 

2583*, Hallar la longitud de la linea (E y (i). 


2534. Hallar la longitud de la línea z = a соз? t, у = a sen* t. 
2535. Hallar la longitud del arco de la tractriz 


a=a (1+5), y=asent 


desde su punto (0, a) hasta su punto (z, y). 
2536. Hallar la longitud del arco de la dote de la circunfe- 
rencia 
æ = R (cos t + t sen t), y = R (sen t — t cos t) 
(desde t, = 0 hasta t, = л). 
2537. Calcular la longitud del arco de la línea 
ж = (i? — 2) sen t + 2t cos t, 
y = (2 — t) cos + 2t sen t 
(desde t, = 0, hasta t4 = x). 
2538. Hallar la longitud del lazo de, la línea z ==, y = E 
2539. Dos circunferencias de radios iguales a b, ruedan, sin i 
balar, con velocidad angular igual, sobre una circunferencia de ra- 
dio a, por dentro y por fuera de ésta. En el momento t == 0 tocan el 


punto M de la circunferencia inmóvil con sus puntos М, y М. *Mos- 
trar que la relación de las distancias recorridas por los puntos М, 


+b 
HF (уба- 


у M, en cualquier lapso de tiempo, 
se el ejercicio 2493). t 


470 Cap. УШ. icaciones de la integral 
2540. Demostrar que la longitud del arco de la línea 
z = f" (i cost + f (t) sont, 
y = —f" (t) sen t + f' (t) cos t 


correspondiente al intervalo (i, t,), "es igual a [f (0) + f” (91 |н. 
2541. Aplicar el resultado del ejercicio anterior para calcular la 
longitud del arco de la línea = = e' (cos t + sen 1), y = е (cost — 
— sen 1) (desde t, = 0 hasta 2, = t). 
2542. Demostrar que los arcos de las líneas 


-[1()—9 (0, y=90+F( 


ж = f' (t) sen t — q' (t) cos t, 
y = Р (t) cost + Фф (t) sent 
correspondientes a un mismo intervalo de variación del parámetro t 
tienen longitudes iguales. 
2543. Hallar la longitud del arco de la espiral de Arquímedes 
p = ap desde el principio hasta el final de la primera espira. 
2544. Demostrar que el arco de la parábola y == corres- 


pondiente al intervalo 0 < z < a, tiene la misma longitud que el 
arco de la espiral p = pq, correspondiente al intervalo 0 < p < 


а, 

2545. Caloular la longitud del arco de la espiral hiperbólica 
ре = 1 (desde q, = 3/4 hasta p, = 4/3). 

2546. Hallar la longitud de la cardioide p = a (1 + cos q). 

2547. Hallar la longitud de la línea p = а son? $ (véase el ejer- 
«icio 2505). 

2548. Demostrar que la longitud de la línea p = a son" 9. (m 
es un entero) es conmensurable con a cuando m es un número par y 


conmensurable con la longitud de la circunferencia de radio a; cuan? 
do m es impar. 

2549. ¿Para qué valores del exponente # (k 5&0) la longitud de 
la línoa y — az^ viene expresada en funciones elementales? (Con- 
viene partir del teorema de Cliebishev sobre los casos de integrabi- 
lidad del binomio diferencial.) * 

2550. Hallar la longitud de la línea dada” por la ecuación; 


= 


Y созт da, 


= 
1 
soja 
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2551. Calcular la longitud del arco de la línea 


desde el origen de coordenadas hásta el punto más próximo que tenga 
la tangente vertical, 

2552. Demostrar que la longitud del arco de la sinusoide y = 
== sen z correspondiente al período del seno, es igual а la longitud 
dela élipse cuyos semiejes son iguales a V2. y 1. 

.. Mostrar que la longitud del arco de la cicloido «acortada» 
o «alargada» z == mi — n sen t, у = m — n cos t (т y n son núme- 
ros positivos) en el intervalo desde t, = 0 hasta 1 = 2л өз igual a 
la de lefelipse cuyos semiejes son a = m -+ n, b = | т —n |. 

2554*. Demostrar que la longitud de la elipse de semiejes a 
y b satisface las desigualdades л (a + b) < L < ny 2-V a {+ 
(problema de I. Bernoulli). 


Volumen del cuerpo 


2555. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
engendrada por la revolución de la parábola y = 4z alrededor de 
su eje (paraboloide de revolución) y por el plano perpendicular a su 
ejo que dista una unidad del vértice de la parábola. 

2556. Una elipse cuyo eje mayor es de 2a y el menor, de 2b gira 
alrededor: 1) del eje mayor; 2) del eje menor. Hallar el volumen de los 
elipsoides de revolución engendrados. En caso particular calcular 
el volumen de la esfera. 

2557. Un segmento parabólico simétrico cuya base es igual a а 
y la altura, », gira alrededor de su baso. Calcular el volumen del 
cuerpo de revolución engendrado (tlimón» de Cavalieri). 

. Una figura limitada por la hipérbola 23 — y? = a? y la 
recta z = а + h (h > 0), gira alrededor del eje de abscisas. Hallar 
ol volumen del cuerpo de revolución. 

2559. Un trapecio mixtilíneo limitado por la línea y = ze y 
las rectas ж = 1, у = 0, gira alrededor del eje de abscisas. Hallar 
el volumen del cuerpo engendrado. 

2560. La catenaria y = ch z gira alrededor del eje de abscisas 
siendo engendrada una superficie llamada catenoide. Hallar el volu- 
men del cuerpo limitado por la catenoide y dos planos que distan a 
y b unidades desde el origen y que son perpendiculares al eje de abs- 
eisas, 

2561. Una figura limitada por los arcos de las parábolas у = x? 
ey? = т, gira alrededor del eje de abscisas. Calcular el volumen del 
cuerpo engendrado. 
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2562. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la revolución 
alrededor del eje de abscisas del trapecio que se halla situado encima 
del eje Ox y que viene Jimitado por la línea (z — 4) y? = z (z — 3). 

2563. Hallar ol volumen del cuerpo engendrado por la revolución 
alrededor del eje Oz del trapecio mixtilíneo limitado por la línea 
y = arcsen т y cuya base es [0, 1 

2564. Calcular el volumen del cuerpo engendrado рог la rèvo- 
lución alrededor del ejo de ordenadas de la figura limitada por la 
parábola y = 2z — z? y ol eje de abscisas. 

2565. Caleular el volumen del cuerpo engendrado por el trapecio 
mixtilíneo que gira alrededor del eje de ordenadas y que está limi- 
tado por ol'arco de la sinusoide y = sen z correspondiente àl semi- 

eríodo. 
? 2566. La lemniscata (z* + y*)* = a? (z* — y?) gira alrededor del 
eje de abscisas. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la super- 
ficie engendrada. 

2567. Calcular el volumen del cuerpo engendrado por la figura 
que gira alrededor del eje de abscisasas y está limitada por Іа línea: 
1) xå + yè = af 2) iip уб == D. 

2568. Un arco de la cicloide z = a (t — sen t), y = а (1 — cos 1) 
gira alrededor de su baso. Calcular el volumen del cuerpo limitado 
por la ا‎ engendrada, 

2569. La figura limitada рог un arco de la cicloide (véase el 
ejercicio anterior) y por la base de ésta, gira alrededor de la recta 
perpendicular al centro de la base (eje de simetría). Hallar el volu- 
men del cuerpo engendrado. 

2570. Hallar ak volumen del cuerpo engendrado por la revolución 


de la astroldo ¿3 + E val e demi ejo de simetría. 
2571. La figura limitada por el arco de la línea z = © сов? t, y = 


= $ sen? t (evoluta do la olipse) situada en ol primer cuadrante, y 


por los ejes de coordenadas, gira alrededor del eje de abscisas. На- 
Паг el volumen del cuerpo engendrado. : 
2572, Calcular el volumen del cuerpo limitado; por la suporfició 


del huso infinito engendrado por la revolución de. la línea y == big 


alrededor de su asintota; 
2573. La línea y? = Zeze-** gira alrededor de su asíntota. Hallar 
sl. volumen del cuerpo limitado por la superficie engendrada. 
2574*. 1) La figura limitada por la línea y = e y la asíntota 
do ésta gira alrededor del eje de ordenadas, Calcular el volumen, del 
cuerpo engendrado. 
2) La misma figura gira altedodor del eje de abscis 
el volumen del cuerpo engendrado. 
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-. 2575#, Calcular él volumén del cuerpo limitado por la superficie 
'éngendrada. al girar la línea у = ze" alrededor de, su: asintota. 


2576*. La figura limitada por la línea y =" y el eje de abs- 


cisas, gira alrededor del eje'de abscisas. Calcular el volumen del cuer- 
po engendrado. 
2577*. Hallar el volumen del cuerpo-limitado por la superficie 


engendrada al girar la cisoide y? = (a > 0) alrededor de su 
asíntota, 
2578. Hallar el volumen del cuerpo limitado: por lá superficie 


engendrada al girar la tractriz z= a (vost+Intg5), y=asent 


25 
2az 


alrededor de su asíntota. 


2579*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el elipsoide 
ES a 
Att x 

2580. 1) Calcular ol volumen del cuerpo limitado por ol para- 
boloide elíptico =F+2 y el plano 2=1. 

2) Hallar sl volumen dol cuerpo limitado por ol hiperholoide 
de una hoja 7 +%—2*=4 y por los planos а= —1 y 2—0. 

2581. Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por el 
paraboloide 222-202 y el elipsoide 4* + 2y + 2= 6. 

2582. Hallar los volómenes de los cuerpos engendrados al 
cortarse el hiperboloide de dos hojas F—£—F=4 y el elipsoido 


1 
E E 
At 

2583. Hallar el volumen del ewerpo limitado por la superficie 
cónica (2—2) = 2-4-9 y el plano 20. 

2584. Calcular el volumen del cuerpo limitado por ol paraboloide 
2= ZEE y el cono F+: 

2585*. Hallar el volumen del cuerpo cortado de un cilindro cir- 
cular por el plano que pasa por el diámetro de Ja base («segmento ci- 
lindrito», véase la fig. 43). En particular, poner R = 10 om y = 
=6 сш, 


2586. Un cilindro, parabólico está cortado por dos planós uno 
de los cuales es perpendicular а la gencratriz. Como resultado se 
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obtiene un cuerpo mostrado en la fig. 44, La base común de los seg- 
mentos parabólicos es а = 10 cm, la altura del mismo segmento que 


Fig. 43 


está en la base, es H = 8 cm, la altura del cuerpo h es de 6 cm. Cas 
cular el volumen del cuerpo. 

2587. Un cilindro cuya base es una elipse está cortado por un 
plano inclinado que pasa por el eje menor de la elipse, Calcular el 


Fig. 45 


yolumen dol cuerpo engendrado. La fig. 45 presenta las dimensiones 
ineales, pa 
2588*. En todas las cuerdas de un círculo de radio R paralelas 
a una misma dirección están construidos segmentos parabólicos 
métricos de altura constante A. Los planos de éstos son perpendícu- 
lares al plano de la circunferencia. Hallar el volumen del cuerpo 
engendrado de esta manera, 1 

2589. Un cono circular recto de radio R y de altura Н está cortado 
en dós partes por un plano que pasa por el centro de la base párale- 
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amente:a la genératriz (véase la fig: 46). Hallar los volúmenes de las 
dos partes del cono. (Las secciones del cono por los planos paralelos 
a la generatriz son segmentos parabólicos.) 


Fig. 47 


2590. El centro de un cuadrado de dimensiones variables se 
desplaza a lo largo del diámetro de un círculo de radio a. Al mismo 
tiempo el plano en que se halla el cuadrado sigue siendo perpendi- 
cular al dd círculo y dos vértices opuestos|del cuadrado se desplazan 
sobre la circunferencia. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por 
este cuadrado que se halla en movimiento. 

2591. Un círculo de radio variable se desplaza de tal modo que 
uno de los puntos de su circunferencia sigue en el eje de abscisas, 
mientras que su centro avanza sobre la circunferencia 22 + y! = r*, 
y el plano del mismo es perpendicular al eje de abscisas. Hallar el 
volumen del cuerpo engendrado, 

2592. Los ejes de dos cilindros iguales se cortan formando el.ángu- 
lo recto. Hallar el volumen del cuerpo quo forma parte comin, del 


Ау 


Fig. 48 
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cilindro (la fig. 47 presenta 1/8 del cuerpo). (Examinar las seccío- 

mes ongendradas por los planos paralelos a los ejes do los-dos cilin- 
ов). 

2593. Dos cilindros inclinados tienen la misma altura H, la 

base superior común de radio А y sus bases inferiores se tocan (véase 

la fig. 48). Hallar el volumen de la parte comán de los cilindros. 


Area de la superficie de revolución 


2594. Hallar el área de la superficie engendrada por la revolución 
de la parábola y? = 4az alrededor del eje de abscisas desde el vértice 
hasta el punto cuya abscisa es z = За. 

2595. Calcular el área de la superficie engendrada por la revolu- 
ción dela parábola cúbica Зу — 2 = 0 alrededor del eje do abseisas 
(desde тү = 0 hasta zy = a). 

2596. Calcular el área de 1а catenoide, superficie engendrada por 


la revolución de la catenaría у = а ch Ž alrededor del eje de abscisas 
(desde z, = 0 hasta 2, = а). 
2597. Al girar la elipse E + # = 1 alrededor de su eje mayor 


es engendrada la superficie llamada elipsoide alargado de revolución, 
mientras cuando gira alrededor de su eje menor es engendrada la 
superficie llamada elipsoido acortado de revolución. Hallar las áreas 
de las superficies de los elipsoides alargado y acortado. 

2598. Calcular el área de la superficie fusiforme engendrada por 
la revolución de un arco de la sinusoide y == sen z alrededor del eje 
de abscisas. 

2599. El arco del tangensoide у = tg z desde su punto (0, 0) hasta 
su punto (1/4, 1) gira alrededor del eje de abscisas, Calcular el área 
de la superficie engendrada. 

2600. Hallar el área de la superficie engendrada por la revolu- 
ción alrededor del eje de abscisas del lazo de la línea Yay? = 
= 2 (3a — 2). 

2601. El arco de la circunferencia z* + y? = a? que se halla en 
el primer cuadrante gira alrededor de la cuerda que lo subtiendo. 
Calcular el área de la superficie engendrada. 

2602. Hallar el área de la supériicie engendrada por la revolu- 
ción alrededor del eje do abscisas del arco de la línea z = e' sen t, 
y = e! cos t desde f, = 0 hasta t, = 1/2, 

2603. Hallar el área de la'superficie engendrada por la revolu- 
ción de la astroide т = a cos? t; y = a sen*.t alrededor del eje de 
abscisas. PS 

2604. El arco de la cicloide gira alrededor de su eje de simetría, 
Hallar el área de la superficie engendrada (véase el ejercicio 2568). 
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- 2605. Hallar el-área de-la superficie engendradá-por la/Tovolu- 
ción йе Ја cardioide р = a. (1 + cós Ф) alrededor de su eje polar. 
. La circunferencia р = 2r sen q gira alrededor del eje po- 
lar. Hallar el área:de-la superficie engendrada. -. Ў 
2607. La lemniscata:p* —:a* cos 2p gira alrededor deleje polar. 
Hallar-el área, de la superficie engendrada. 
2608. El arco infinito de la línea у = e-* correspondiente a los 
valorés positivos de z, gira alrededor del ejé de abscisas. Calcular 
el área de la superficie engendrada. s 


2609. Та tractriz, z = а (cost + In tg з), y= a sen t. gira 


alrededor del eje de abscisas. Hallar el área de Ja superficie 
engendrada. 


Momentos y centro de gravedad*) 


2610. Calcular el momento estático de un rectángulo dé base a 
y la altura A con respecto a su base. A 

2611. Calcular el momento estático de un triángulo rectángulo 
isósceles cuyos catetos son iguales a a, cor respecto a cada uno de 
sus lados, ы 

2612, Demostrar que se verifica la siguiente fórmula: 


b b 
f (az+0)1(2)d2=(05+0) | леа, 


donde E оз la abscisa del centro de gravedad del trapecio mixtilínoo 
de base la, bl limitado por la línea 
y = f (23). : 
2613. Hallar. el centro de gravedad 
de nn segmento parabólico de base a y 


la p ы Кы, 

2614. Un rectángulo de lados a y b 
está dividido en dos partes por el arco s 
de una parábola cuyo. vértice coincide 


con uno de los vértices del “rectángulo. 227] T 
y que pasa por el. vértice opuesto de 
ésto (véase la fig. 49). Hallar el centro 
de gravedad de las dos partes S, y 5, 
del rectángulo. —. 

2615. Hallar las coordenadas del centro de gravedadíde la semi- 
circunferencia y = Vir? — z*. 


Fig. 49 


ud En, todos los ejercicios de айа parte (2010-2682) la densidad se toma 
igual a 1. 


12-0178 


178 Е Сар. VIII. Aplicaciones do la integral 


2616. Hallar les coordenadas del centro de gravedad del 
círculo limitado por el eje de abscisas y la semicircunferencia y — 
= у 

2617. Haller el centro de gravedád del arco de la circunferencia: 
de radio.R, el cual subtiende el ángulo central a. 

2618. Hallar las coordenadas del centró de gravedad de la fi- 
gura limitada por los ejes de coordenadas y la parábola Vz + V y = 


а, 
2619. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 


limitada por los ejes de coordenadas y el arco de la elipse; + 5 = 
= 1 que so halla en el primer cuadrante. A 
2620. Hallar el momento estático del arco de la elipse E + E = 


= 1 el cual se halla en el primer cuadrante, con respecto al eje de 
abscisas. 

2621. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por el arco de la sinusoide y — sen z y el segmento del eje 
de abscisas (desde iz, = 0 [hasta lx, = л). 


En los ejercicios 2622—2624 hallar el momento estático de la 
figura limitada por las líneas dadas, con respecto al eje de abscisas. 


2622. у= тёш 


2623. у= еп z e у= EL un segmento). 


2624, у= e у=. 

2625. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la fi- 
gura limitada por la línea cerrada y? = az? — z*. 

2626. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de la 


catenaria y = a ch i comprendida entre los puntos cuyas abscisas 
воп ду = а y Ty = а. 

2627. Demostrar que el inomenvo estático de un arco cualquiera 
de.la parábola, con respecto al óje de la mismá, es proporcional a la 
diferencia de los radios de curvatura en 108 puntos extremos del aré 
El coeficiente de proporcionalidad es.igual a p/3, donde р es el pará- 
metro de Ja ¡parábola. E ae ч ч 

2628. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer 
arco dela cicloide z == а (t — sen ?), y = a (1 — cos t). 

29, Hallar 1аз coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por el primer arco de una cicloide у еї eje de abscisas. "+ 

30. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de 
la astroide z = а соз? t, y == а sen? t el cual,se halla.en.el primer 
cuadrante. P 


e ,دسل‎ 
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2631. Hallar las coordenadas del centro de gravedad: de la figura 
da. por Jos ejes de coordenadas у el:arco-de unáastroide:el cual 
se halla еп el primer cuadrante, ^: я 

„ Demostrar que la asbcisa y la ordenada del centro de gra 
vedad «del sector limitado pór dos:radios polares y рог Ја línea cuya 
ecuación se da: еп las cooredenadas:pólares p =.p (q), vienen expre- 
sadas del modo siguiente: 


$ cos pap , seng dg 
СЛ 279 
9? * , rg x 
§ pap ® f prae 
Л ê, 


2633. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad 
del sector limitado рог vna semiespira de la espiral de Arquímedos 
р = аф (desde q, =Q hasta Ф, = n). 

2634. Hallar el centro de gravedad de un sector circular do radio 
R cuyo ángulo central es igual a 2. 

2685, Hallar las coordenadas cartesianas:del centro de gravedad 
de la figura limitada por la cardioide p = a (1 + cos q). 

2636. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad 
do la figura limitada por el lazo derechó de la lemniscata de Bernou- 


Ш p? = al cos 2g. 

3627, Mostrar que las coordenadas «cartesianas, del conteo de 
gravedad[del arco de la línea cuya ecuación es dada en las coordona- 
das polares р = p (Ф), vienen expresadas del modo siguiente: 


ki 9 
§ peosp Vpr рт ар j psou Ур p dg 
à 
к=? , y 
| YF TYPE 
Л K 


2638. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad 
del arco de la espiral logarítmica p = ae? (desde q, = 1/2 hasta 


Pa = n). 

* 20d: Hr dus onc atleti I cantes d gravedad 
del se de la cardioide p = а (1 + cos q) (desde q, = 0 hasta 
Ф: = л). 


2640. ¿A qué distancia del centro geométrico'se halla el centro 
de gravedad de la semiesfera de radio A? ' a vat 

2641. Hallar el centro de gravedad de la superficie de lá seiníess 
fera. 
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2642. Sea dado un cono circular recto cuyo radio de base es R y 
la altura H. Hallar la distancia que media entre la base del cono y:el 
centro de gravedad de su superficie lateral, de su superficie total y 
de su volumen. 

»., 2643. ¿Qué distancia media entre la base y el centro de gravedad 
dé un cuerpo, dè altura й, limitado por un paraboloide de revolución 
y un plano perpendicular a su eje? 

2644. Hallar el momento de inercia del segmento AB = 1 con 
respecto al eje.que se halla en el mismo plano. El extremo A del seg- 
mento dista а unidades del eje, el extremo В del segmento dista ù 
unidades del eje. 

12645. [Hallar el momento de inercia de una circunferencia de 
radio R con respecto a su diámetro. 

2646. Hallar el momento de inercia del arco de la línea y — 


Lo (0а), con respecto al eje de abscisas. 


2647, Calcular el momento de inercia, con respecto a los dos ejes 
de: las coordenadas, de un arco de la cicloide z = a (t — sen t), 
y = a (1 — cos t). 
2648. Hallar el momento de inercia de un rectángulo de lados 
ay b con respecto a su lado a. 
27 2649. Hallar el momento de inercia de un triángulo de base a y 
la altura h con respecto a: 
4) la base; 
2) la recta que siendo paralela a la base pasa por el vértice; 
8) la recta-que siendo paralela a la base, pasa por el centro de 
gravedad del triángulo. 
2650. Hallar el momento de inercia de un semicírculo de radio R, 
con respecto a su diámetro. 
2651. Hallar el momento de inercia de un círculo de radio R, 
con respecto a su centro. 
2652. Hallar el momento de inercia de una elipse de semiejes a 
y b, con respecto a los-dos ejes de la misma. 
2653. Hallar el %miomento de inercia de un cilindro cuyoradio 
de-base.es igual a Riy la altura H,.con respecto a su ejes „с. 
2654. Hallar el momento de inercia de un cono cuyo radio de base 
es igual а iR, la altura Н, con respecto a su eje. 
^. :2655. Hallar el momento de inercia de шпа esfera de radio R, 
con respecto a su diámetro. TE 
2656. Una: elipse gira alrededor de uno de sus ejes. Hallar el 
momento de inercia del cuerpo engendrado (elipsoide de revolución), 
con respecto. al eje de su revolución. 
+. 2657..'Hallar el momento de.jnercia; con respecto; al eje .de.revo- 
Шаси de un paraboloide de revolución. cuyo radio de раѕе ев R y la 
tura, H.a 2 RRA à i 


“+ 
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. :2658,"Calcular- el momento de inercia, con respecto al éje Os, 
del cuérpo limitado por el hiperboloide de tina hoja Ey E 
— d = 1 y los planos 2 =0y 21. А К 4 
2659. El trapecio mixtilíneo limitado por las líneas y = œ, 
y =0, z = 0 у z = 1 gira alrededor 
1) del eje Oz, 2) del eje Оу. 
s Calcular. el. momento de inercia del cuerpo engendrado, con res- 
pecto alejo de revolución. => ; 
2660. Hallar el momento de inercia de la superficie lateral d 
un cilindro cuyo radio de base es R y la altura, Н, con respecto a su 


eje. 
2661. Hallar el momento de inercia de la superficie lateral de 
un cono cuyo radio de base es R y la altura, H, con respecto a su 


"2662, Hallar el momento de inercia de la superficie de una es: 
fera de radio R, con respecto a su diámetro. 


Teoremas de Guldin 


2663. Un hexágono regular, de lado a, gira alrededor de uno de 
sus lados. Hallar el volumen del cuerpo engendrado. / 

2664, Una elipse cüyos ejes son. AA, = 2a y BB, = 2b gira all 
rededor de опа recta paralela al eje A4,, que dista 3b del mismo. 
Hallar el volumen del cuerpo engendrado. 4 

2665. Una astroide gira alrededor de una recta que atraviesa 
dos picos contiguos, Hallar el volumen y la superficie del cuerpo 
engendrado (véase-el ejercicio 2630). 

2666. La figura engendrada por los primeros arcos de las cicloidos 


z=a(t— sent),  y=a(1—cost) 


т = a (t — sen t), y= — a (1 — cos t) 

gira alrededor del éje de ordenadas. Hallar el volumen y la superti- 
cie del cuerpo engendrado. : 

2667. Un cuadrado gira alredédor de шпа recta qué so halla en 
el mismo plano pasando por uno de sus vértices. ¿Cuál ha de ser la 
posición. de la recta respecto al cuadrádo рага que el volumen del 
cuerpo de revolución engendrado séa máximo? La misma pregunta 
respecto al triángulo. 


$ 2. Algunos problemas de física : 
2668. La velocidad del cuerpo es dada por la fórmula у = 


= УТ t m/s. Hallar la distancia гесоггійа рог еї cuerpo еп log 
primeros 10 s al comenzar el movimiento. ^ * 
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2669. Cuando se cfectúa el movimiento armónico oscilatorio 
a lo largo del eje de abscisas, cerca del origen de coordenadas, la 


velócidad 2 viene dada por la fórmula 


appe) 


donde t es el tiempo; 7, período de oscilación; qo, fase inicial. Ha- 
Ilar la posición del punto en el momento f, si es sabido que en el mo- 
mento t, se halló en el punto г = ту. 


[n 

17 Та fórmula f = KZ, donde m y M son las masas de los pun- 
tos, r, la distancia que media entre éstos, y К, coeficiente de ргорог- 
cionalidad igual a 6,67-10-% g ploy de Newton) establece la fuer- 


za f de interacción de las masas de dos puntos. Tomando esto en 
consideración resolver los problemas de los ejercicios 2670—2678. 
(La densidad se supone constante.) É 

* 2670. La barra AB, de longitud ly de masa M, ejerce la atrac- 
ción sobre el punto C de masa m el cual se halla еп Ја prolongación 
dé 1а barra. Entre el punto C"y el extremo más próximo, З de la barra 
dedi la distancia a, Hallar la fuerza de interacción de la barra y el 
punto. ¿Qué masa puntual debe ser colocada en А para que ésta 


acto sobre С con Ja misma fuerza que larbarra AB? Considerar el 
“caso de un punto que se halla en la prolongación de la barra y pri- 
mero dista », do la barra misma. Después, desplazándose a lo largo 
de'la recta, que constituye la prolongación de la barra, el citado 
punto va acercándose à là misma, resultando entre ambos la distan- 
cia гу. ¿Qué trabajo realiza la fuerza de atracción en este caso? 
2671. ¿Cuál es la'fuerza-con que el semianillo de radio r y de ma- 
ва. M ejerce su acción sobre el punto material de masa т, que.se halla 
en su centró? p: - ө» 
‚2672. ¿Cuál es la fuerza con que el anillo, de:alambre, de masa 
M. y de radio R,.ejorce su acción sobre el-punto-material.C, de masa 
mque se halla en.]a recta que pasa por el centro del anillo, perpendi. 
gular a su plano? La distancia entre el citado punto y: el centro del 
anillo es igual a a. ¿Qué trabajo realizaría la fuerza: de atracción al 
desplazarse el punto desde el infinito hasta el centro del anillo? 
2673. Aplicando el resultado del ejercicio anterior calcular la 
fuerza con que un: disco plano; de radig1R y de masa M, ejerce su 
_acción sobre el punto material de masa m que se halla en su eje, dis- 
tando a del-centro. 1 
, .. 2674. Aplicando. el: resultado del ejercicio anterior calcular la 
fuerza con que un plano infinito en el cual la masa, de densidad 


¿$ 2. Problemas de física. 183 


superficial d; está distribuida uniformemente, ejerce su acción sobre 
+l puntó'material de masa т. La distancia entré el punto y el plano 
es а, 

2675: Existe un cono recto circular truncado cuyos radios de 
base son А y г, la altura, ^, la densidad, y. En su vértice-está colo- 
cado nn punto material de masa m. ¿Cuál es la fuerza de la acción 
quo es ejercida por él cono sobre dicho punto? эй 

2676. ¿Cuál esla atracción que ejerce la línea quebrada material 
y = |= | + 1 sobre el punto material, de masa m, que se halla en el 
origen de coordenadas? (La densidad lineal es igual a y.) 

2677. Demostrar que la línea material quebrada у = а |æ | -+ 
+1 (a > 0) ejerce la'atraceión sobre un punto material que so ha- 
Ma en el origen de coordenadas, Dicha atracción no depende de a, es 
decir, de la abertura del ángulo entre los lados de la línea quebrada, 

2678*. Dos barras iguales, siendo cada una de longitud 1 y de 
masa M, pertenecen a una misma recta, midiando entre ellas Ја 
distancia Г, Calcular su atracción mutua. 


2679. Bajo la acción de la gravedad una gota-de masa inicial 
M electáa la caída. Al mismo tiempo va evaporándose uniformemente 
perdiendo, por segundo, una masa igual a.m. ¿Cuál es el trabajo rea- 
lizado por la gravedad desde que comenzó la caída hasta que la gota 
quedó completamente evaporada? (Se prescinde de la resistencia del 
aire.) 

2680. ¿Cuál es el trabajo que se debe realizar para ашол!бпаг 
la arena еп forma de:cono truncado, de altura Н, cuyos radios de 
base sean R y r (r < Л)? El peso específico es igual a d fla arena se 
hace desplazar levántándola dêl suelo, en el qué se ардуа 1а base 
mayor del cono). d 

2681. Las dimensiones de la pirámide de Cheops son aproximia- 
«damente las siguientes; la altura es de 140 m,.Ja-arista de la base 
(del cuadrado), 200 m. El peso específico de la piedra empleada en 
la construcción es igual aproximadamente a 2,5 gí/cm*. Calcular 
el ланце realizado durante la construcción para superar la grave- 
dad. 

2682. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar el 
agua de un recipiente cilíndrico, de altura Æ = 5 m cuya base es un 
círculo de radio R = 3m. 

2683. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar un 
líquido, de peso específico d, de un recipiente. Este representa, por 
su forma, un cono de vértice invertido, cuya altura es Н y el radio 
de la base, R. ¿De qué manera cambia el resultado si el cono tiene 
su vértice en posición normal? : 

2684. Calcular el trabajo que ha de ser realizado “parafsacar el 
agua de un recipiente semiesférico de radio R = 0,6 ш. 
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2685. La caldera tiene la forma de paraboloide de revolución 
(véase la fig. 50). El radio de la base es R — 2 m, la profundidad de 


Fig 50 Fig 51 


la caldera, Н == 4 m. La llena un líquido cuyo peso específico es 
d = 0,8 gf/cm?, Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar 
el líquido. 

2686. Hallar el trabajo que ha de ser realizado para sacar е! 
agua de una cisterna que tiene las siguientes dimensiones (véase la 
fig. 51):;а = 0,75 m; b = 1,2 m, Н = 1 m. La superficie lateral de 
la cisterna representa un cilindro parabólico. 


La energía cinética del cuerpo que gira alrededor de un eje ín 
móvil, es igual a+ Јо?, donde o es la velocidad angular, J es ol 


momento de inercia respecto al eje de revolución. Resolver los pro- 
blemas de los ejercicios 2687—2692, tomando en consideración lo 
sobredicho. 


' 2687. La barra: AB (véase la fig. 52) gira en el plano horizontal 
alrededor del éje OO" con la, velocidad angular-o'- 40ms^! La:sec- 


ی 


Fig. 52 


ción transversal de la barra es S = 4 em*; la longitud, l= 20 em; 
la densidad del material de la һатта, y.= 7,8 g/cm*: НаПагЛа éner- 
gía cinética der la barra: 
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2688. Una lámina rectangular-cuyos lados miden à = 50 em y 
b:=140 cm, у el grosor es d — 0,3 cm, gira alrededor del lado d tez 
niendo la velocidad angular à constante e igual'a Злз-!. Hallar 
la energía cinética de la lámina. La densidad del material de la lá- 
mina y == 8 glem?.- 

2689. Una lámina triangular cuya base es'a = 40 cm y la altura; 
h- = 30 сш, gira alrededor desu base teniendo la velocidad angular: 
о constante e igual a-w х= 5л-з^!. Hallar ‘la energía cinética de la 
lámina: tomando ¿en consideración: que su n 
grosor d == 0,2 cm y la densidad del material 
dez la: misma ү — 2,2 glem? 

2690. Una lámina en forma.del segmento 

arabólico (véase la fig. 53) gira alrededor 
del eje de la parábola teniendo la velocidad 
angular constante o igual a ш = йл s~. La 
base del segmento es a = 20 cm; la altura, 
h == 30 cm; el grosor de Ja lámina, d = 0,3 cm, 
la densidad del material y = 7,8 g/cm*. Ha- Fig. 58 
Паг Ја energía cinética de la lámina. 

2691. Un cilindro circular cuyo radio de base es R y la altura Н, 
gira alrededor de su propio eje teniendola velocidad angular cons- 
tante e igual а o. La densidad del material de la lámina es y. Hallar- 
la een cinética del cilindro. 

2692, Cierto alambre fino, de masa M, ha side combado adop- 
tando la formá de semicireunferencia de radio А. Va girando alrede- 
dor del eje que pasa por los extremos de la semicircunferencia dando» 
n vueltas por minuto. Calcular su energía cinética. 

Calcular Ја enorgía cinética para el caso en que el eje de revolu-- 
ción es la tangente en el punto medio de la semicircunferencia. 


2693. Una lámina en forma de triángulo éstá sumergida, en posi- 
ción vertical, en el agua de modo que su basé se halla sobre la su- 
perficie del agua. La base de la lámina es a, la altura, h. : 

a) Calcular la fuerza de la presión que ejerce el agua sobre сайа, 
uno de los lados de la lámina. i 

b) ¿En cuánto aumentará la presión si invertimos la lámina. 
de modo, que su vértice quede en la superficie y la base sea paralela: 
a la superficie del agua? 

2694. Una lámina cuadrada está sumergida, en posición verti 
cal, en el agua de modo que uno de los vértices del cuadrado. se: 
halla sobre la superficie del agua, estando en contacto con ella, Y una. 
de las diagonales es paralela a la superficie. El lado del cuadrado és 
igual а a. ¿Cuál es la fuerza de la presión que ejerce el agua sobre- 
cada uno de los lados de la lámina? 4 
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2695. Caleular la fuerza de la presión que ejerce el agua. sobre 
la presa que tiene la forma de-un trapecio isósceles cuya base supe- 
rior e$ a = 6,4 m; la inferior, b = 4,2 m, y la altura, Н = 3 m. 

2696. La mitad de una lámina en forma de elipse está sumergida 
еп el líquido, en posición vertical, de modo que uno de sus ejes 
(cuya longitud es igual a 25) se halla sobre la superficie, estando en 
«contacto con ella. ¿Cuál es.la fuerza de la presión que ejerce el líquido 
sobre cada uno de los lados de la lámina? La longitud de la parte 
sumergida del semieje de la elipse es igual a a; el peso específico del 
líquido, d. 

2697. Una lámina rectangular cuyos lados son a y b (a > b) 
está sumergida en el líquido formándose entre ésta y la superficie 
del Kion el ángulo æ. El-lado mayor es paralelo a la superficie y 
se halla a la profundidad A. Calcular la presión que ejerce el líquido 
sobre cada uno de los lados de la lámina teniendo en cuenta que el 
peso específico del líquido. es d. 

2698. El agua y el aceite (en proporciones iguales) llenan un reci- 
piente rectangular, siendo el peso del aceite dos veces menor que 
el del agua. Mostrar que la presión sobre cada una de las paredes del 
recipiente disminuye en-üna quinta parte si se toma sólo el aceite 
«en vez de la mezcla. (Es necesario tener en cuenta que todo el aceite 
зе halla encima.) 


Resolviendo los problemas de los ejercicios 2699—2700 hace falta 
apoyarse en el principio de ¡Arquímedes que dice lo siguiente: la 
fuerza de empuje ascensional que ejerce su acción sobre el sólido 
md en un fluido es igual al peso del fluido desalojado. 

2699. Un flotador de madera y de forma cilíndrica cuya superti- 
cie de base es $ = 4000 cm? y la altura, Æ = 50 cm, flota sobre la 
superficie del agua. El peso específico de la madera es d = 0,8 gf/cm?. 
a) ¿Qué trabajo ha de ser realizado para sacar el flotador del agua? 
b) Calcular el trabajo que hace falta realizar para sumergir el flota- 
«dor de modo que lo cubra el agua? 

2700. Una esfera do radio R, у de peso específico 1 está sumergida 
еп el agua de modo que está en contacto con la superficie. ¿Qué 
"trabajo ha de ser realizado para scar la esfera del agua? 


Los problemas de los ejercicios 2701—2706 tratán el fenómenó de 
la salida de fluidos de ип orificio pequeño. La velocidad com que el 
líquido. sale. del orificio-la déterminá la ley de Torricelliib = 
=V 2gh, donde h ез la altura de 1 mia del líquido Sobre él 
«orificio y g és la-aceleración de la grávedad*). 

La forma en que la loy де, Torricolli seda aquí, es aplicablo sólo al líqui- 
“do ideal. Es a este io ideal al que se dan respuestas a los problemas. (E 
¡práctica hacen uso de la fórmula v == кузе. donde p es el coeficiente, 
quoda de la viscosidad. del líquido y la naturaleza del orificio del que 
líquido. En el caso más sencillo del y = 0,6.) 
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2701. Un recipiente cilíndrico cuya- Superficie de. la: base es de 
400 cù; y Ла alturat30.cm; tiene practicado un orificio. Calcular la 
superlieie de éste si se sabe que еї арпа que llena el recipiente invierte 
2¿min en salir de él; $ -+ е Lc з. T 

:2702. El agua Нева un 'embudo-cónico de altura-H == 20 cr: 
El radio.de la parte superior es R:z 12 cm. De la parte inferior, que 
tiene el orificio de radio 0,3-cm, comienza а salir el agua. 
ау ¿Cuánto tiempo so invierte para que el nivel del ¡agua bajo on 
5 em? b) ¿Cuándo «quedará vacío el embudo? 

2703. La caldera ofrece la forma de semiesfera de radio R = 
= 43 от. En su fondo se ha producido una abertura de superficie 
S = 0,2 сш?. ¿Cuánto tiempo debe invertir el agua, -que llena la 
caldera, para salir de ésta? 

2704. La caldera ofrece la forma de cilindro elíptico de eje hori- 
zontal (véase la fig. 54). Los semiejes de la sección elíptica (que es 


Fig. 54 


perpendicular al eje del cilindro) son. iguales a b (horizontal) y а 
(vertical). La generatriz del cilindro es igual a L. El agua llena basta 
la mitad la caldera que tiene practicada en su fondo un orificio de 
superficie S. ¿Cuánto tiempo debe invertir el agua en salir de la 
caldera a través de este orificio? ғ 

2705. Un recipiente prismático, lleno de-agua, tiene practicado 
en su pared vertical una hendidura rectangular vertical cuya altura 
es igual a Љ y la anchura, Б. Entre el borde superior de la hendidura, 
paralelo a la superficie del agua, y esta última media Ja distancia H. 
¿Cuánta cantidad del agua sale.del recipiente por segundo si el nivel 
del agua se mantiene a la misma altura? Considerar el caso en que 
Н = 0 (problema. sobre el desagüe). 

2706. Un recipiente Пепо de agua hasta los bordes, ofrece la for- 
ma. de paralelepípedo cuya base tieno.el área-igual a1400 cm*. En 
su pared vertical hay ‘una hendidura, de altura igual a 20 cm y Ja 
anchura igual a 0,1,cm (véase la fig. 55). ¿Cuánto tiempo se invierte 
para que el nivel del agua en el recipiente disminuya en a) 5 om, 
b) o cm, €) 49 cm, d) 20 cm? (Aplicar el resultado del ejercicio ante- 
rior. 
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La ecuación del gas perfecto es la siguiente: pp = RT, en la cual 
p es la presión, v, el volumen, 7, la temperatura absoluta y Я, la 
constante del volumen dado del gas. Resolver los problemas de los 
ejercicios 2707—2709 considerando los gases como perfectos. 

с 2707. Un cilindro cuya base es de área igual а 10 ст?, y la altura, 
igual a 30 cm, contiene el aire atmosférico. ¿Qué trabajo ha de sor 
realizado para que el émbolo penetre dentro del cilindro 20 cm, o sea, 


Fig. 55 


debe ser introducido en el cilindro de modo que entre el fondo de 
éste y el émbolo medie 10 cm (véase la fig. 56)? La presión atmosté- 
rica es igual a 1,033 kgf/cm?, El proceso se efectúa de manera isotér- 
mica, es decir, a temperatura constante. (Para obtener el valor 
del trabajo en kgm hace falta tomar la presión en kgf/m? y el volu- 
men en m?.) 

2708. Un recipiente cilíndrico cuya sección transversal es igual 
a 100 cm*, contiene el aire bajo presión atmosférica. Dentro está colo- 
cado un émbolo, mediando entre éste y elifondo del recipiente la dis- 
tancia inicial igual a 0,1 m. El cilindro se encuentra en el vacío 
debido а lo cual se produce la expansión del aire contenido dentro, 
el cual desaloja el émbolo. 1) Calcular-el trabajo realizado por el 
aire dentro del cilindro cuando hace ascender el émbolo а la altura 
de a) 0,2m, Б) 0;5 ш, c) 1m. 2) ¿Puede el trabajo aumentar sin lími- 
tes al dilatárse el gas infinitamente? (Igual que en el ejercicio апіб- 
rior, el proceso se efectúa de manera isotérmica.) : 

2709. El recipiente cilíndrico cuyo volumen v, — 0,1 m? coritie 
пе el airo atmosférico el cual es sometido à Ja compresión al introdu- 
cir, dé manera muy rápida, un éribolo dentro (consideramos que el 
proceso. sé efectúa sin ser recibida ni cedida ninguna cantidad del ca- 
lor, o sea, es adiábático). ¿Qué trabajo ha de ser realizado para com- 
primir'el aire contenido en el recipiente reduciéndolo al volumen 
v =0,03 m°? (La: presión atmosférica es igual a 1,083 kgt/cm?.) 
La presión del gas y el volumen que ocupa еп е proceso adiabático 
forman la relación por рей} (ecuación dé Poisson). Para los gases 
diatómicos (también para el aire) y x 1,40. 
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Según la:ley dê Newton; la velocidad con que un cuerpo se enfría 
«es proporcional а la diferencia entrela temperatura a que se halla y la 
temperatura del medio. quelorodea. Partiendo de este principio, resol- 
г. los- problemas de los ejercicios 2740—2711. 

2572710. Un cuerpo cuya temperatura es igual а 25°, está sumergido 
nel termostato: (su temperatura se mantiene igüal a 0%). ¿Cuánto 
tiempo debe ser invertido para que el cuerpo se enfríe hasta 40° si 
«en 20 min se-ónfría hasta e^ » 

+ 2711; Un cuérpo cuya temperatura és igual a 30°, se enfría hasta 
:22,5* al permanecer 30]min en-el termostato que.se halla а Ја tempe- 
satura 0°. ¿Cuál sería la temperatura del cuerpo al cabo. de 3 horas 
tal comenzar el experimento? 


Según la ley de Coulomb, la fuerzá de interacción de dos cargas 
"eléctricas es igual а E; newtons, donde q, y q, Son los valores de 
las cargas en culombios, ғ, la distancia que media entre las cargas, 
еп т; la. constante dieléctrica ey == 8,85-107!* F/m (4ne,=1,11 х 
X :10-1),- e, lá permitividad del medio respectó.al vacío (para el 
aire e 1); (Sistema racionalizado MKSA.) Partiendo de esta ley, 
resolver los problemas de los ejercicios 2712—2714. > 

2712. Una recta infinita está cargada uniformemente de electri- 
cidad positiva (la densidad lineal-de carga eléctrica es 0). ¿Cuál 
yes la fuerza con que obra dicha recta sobre una carga unitaria que se 
halla en el punto 4 mediando entre ambos la distancia a? La permiti- 
vidad del medio es igual a 1. 

2713. Entre dos cargas eléctricas q, = 6,07-10-9.C y g, = 
= 10-10-? C media la distancia igual a 10 cm. El aire sirve de medio 
que las separa, Al principio, las dos cargas han estado fijas, luego, 
so ha liberado la carga qs, que comienza a desplazarse, bajo la acción 
«de la repulsión, alejándose de la carga g,. ¿Qué trabajo es realizado 
por la repulsión cuando la carga a) se ha alejado mediando entré 
ambas la distancia igual a 30 cm, 5) se aleja al infinito? 

2714. Entre dos cargas eléctricas q, = 33,3-10-? culombios y 
44 = 40-10 culombios media la distancia igual а 20 cm. ¿Qué 
distancia mediará entre las cargas si acercamos la segunda hacía la 
primera realizando el trabajo igual a 18-105 julios? (El medio que 
las separa es el aire). 


2715. La tensión en los bornes del circuito eléctrico es V = 120 V. 
Uniformemente en el circuito se introduce una resistencia a 0,1 ohmio 
por segundo. Además, el circuito está conectado con la resistencià 
fijar = 10 ohmios. ¿Cuántos culombios de electricidad pasarán.pór 
el circuito durante dos minutos? 
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2716. AI principio, la tensión en Jos bornes del circuito era igual 
a 120 V, decreciendo después poco a poco en 0,01 V por segundo; 
Simultáneamente, en el mismo circuito se introduce una resistencia 
а 0,1 ohmio por segundo, lo ĉial representa también una velocidad 
constante. Además de-ello, el circuito tiene la resistencia fija igual 
а 12 ohmios. ¿Cuántos culombios de electricidad pasarán рог el cir- 
сойо en 3 min? 

2747. Al cambiar la temperatura, la resistencia de los conductores 
de metal varía (a temperaturas ordinarias) según la ley R = 
= R, (1 + 0,0040), en la cual 'R, es la’ resistencia a 0°C у 9 es 
la temperatura en grados Celsio. (Esta ley es-válida para la mayoría 
de losimetales puros.) La resistencia del conductor es igual a 10 
ohmios a 0° C, éste se va calentando uniformemente desde 0, = 20° 
hasta 0, = 200” durante 10 min. Al mismo tiempo, pasa por el con- 
ductor la corriente cuya tensión es igual a 120 V. ¿Cuántos oulombios 
de electricidad pasará por el conductor durante este mismo espacio 
del tiempo? 

2718. La ley de la variación de la tensión de la corriente sinusoi- 
dal cuya frecuencia es o, sè expresa con la fórmulafsiguiente: Еј== 
= E, sen (wt + Фф), еп la cual E, es la tensión máxima; q, la fase; 
1, el tiempo. Hallar el valor medio del cuadrado de la tensión en 1 
período. Mostrar que la corriente alterna desprende en 1 período, 
siendo la resistencia'fija, la misma cantidad de calor que la continua 


cuya tensión es igual а У (Emea. (Debido а ello, la expresión 


V Emea se la llama la tonsión efectiva de la corriente alterna.) 
2719. La tensión de la corriente sinusoidal se expresa con la fór- 
mula 


E= Esen (F1), 
y la corriente, con la fórmula 
1=10sen (52 — go) 


өй la:éual E, 6 T, son constantes (los valores máximos de la tensión 
y dela oriente) T, el período, qo, la-así llamada diferencia de 
jasa. Calcular el trabajo realizado por la corriente durante el espacio 
del tiempo desde £j = 0 hasta і, = T у. mostrar que-este trabajo al- 
canza su valorpmáximo cuando la diferencia de fase фо es igual a/cero, 

2720. Hallar el tiempo durante el cual el aparato eléctrico calien- 
ta 1 kg de agua desde!20 hasta 100° C, si la tensión de la corriente 
es igual a'120-V;, la resistencia de Ja:espiral; 14,4.ohmios, la tempe- 
ratura @е1саігегеп la habitación, 20°С, también essabido' qué 
1 kg de agua se enfría desde 40 hasta 30°C еп 10min. (Según: la ley 
de Joule — Lenz, Q:=7*Rt, dónde Q еза cantidad/de calor en jue 
lios, I, la corriente en amperios, R, la- resistencia en ohmios, 4; 
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el tiempo еп segundos; el calor específico del agua es 4190 x à 


Además de ello, aplicar la ley de Newton;sobre el enfriamiento, 
véase el ejercicio 2710.) 


2721. El aire que ocupa un recipiente cuya cabida es de 31, contie- 
ne 20% del oxígeno. El recipiente, que tiene dos tubos, recibe a tra- 
vés de uno de ellos, el oxígeno puro, mientras que a través del otro, 
sale la misma cantidad del aire. ¿Cuánta cantidad del oxígeno va 
a contener el recipiente después de que hayan pasado por él 101 del 


gas? 

2722. El aire contiene 2% (= 8%) СО,. Se le hace pasar por um: 
recipiente cilíndrico que contíene'masa "absorbente cuya capa fina 
absorbe la cantidad dol gas proporcional a su concentración y su gro- 
sor. a) Si el aire que ha atravesado la сара de H cm (= 10 cm) de 
grosor, contiene b% (= 2%) de CO, ¿de qué grosor H, debe ser la 
capa absorbente para que el aire después de atravesar el absorbedor, 
contenga sólo c = 1%) del ácido carbónico? b) ¿Cuánta cantidad 
(en %) queda en el aire que ha atravesado la capa absorbente si su 
grosor es igual a 30 cm? 

2723. Cuando la luz atraviesa una capa de agua igual a 3 m, se 
pierde Ja mitad de su cantidad ini . ¿Cuánta cantidad de la luz 
Педа a la profundidad de 30 m? Là cantidad de la luz que es absorbida: 
al atravesar una capa fina de agua, es proporcional al grosor de la 
capa y a la cantidad de la luz que incide sobre su superficie, 

2724. Si la cantidad inicial del fermento, igual a 1 g, al cabo de 
una hora llega a ser igual a 1,2 g, ¿a qué será igual al cabo de 5 horas 
al comenzar la fermentación si se considera que la velocidad del 
incremento del fermento es proporcional a su cantidad disponible? 

2725. ¿Cuál era la cantidad inicial del fermento si al cabo de 
dos horas de haber comenzado la fermentación la cantidad disponible 
del fermento era igual a 2 g, mientras que al cabo de tres horas era 
igual a 3 g? (Véase el ejercicio anterior.) 

2726. 2 kg de la sal se echan en 30 ! del agua. Al cabo de 5 min 
1 kg de la sal queda disuelto. ¿Cuánto tiempo tarda en disolverse el 
99% de la cantidad inicial de la sal? (La velocidad de la disolución es 
proporcional a la cantidad de la sal no disuelta y a la diferencia entre 
Ta concentración de la disolución saturada, igual a 4 kg por 31, y la 
concentración de Ja disolución en el momento dado.) 


Capítulo IX 


Series 


$ 1. Series numéricas 


Convergencia de la serie numérica. 
En los ejercicios 2727—2736 para cada serie: 1) hallar 1a suma 
«de los n primeros términos de la serie (S,), 2) demostrar la conver- 


gencia de la serie, partiendo directamente del concepto de convergen- 
cia y 3) hallar la suma de la serie (S). 


1 
pte: 


1 
Sama К 


4 
tt 


Vm 

* TA 
2730. چو + چ‎ +... арун 
2791. hit КЕШИК 
2732. ткт К иш} 
ans: Edel. oet 
mue i rx get. 
235. loeo $e 


2796. arctg $ +aretg $+... +aretg girt- 


ia 5 Hemis _ 
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Series de. términos positivos 


En los ejercicios 2737—2753 partiendo de los criterios de compa- 
ración determinar si las series dadas son convergentes. 


2737. 
2738. 


2739. 
2740. 
2741. 
2742. 
2743. 
2744. 


2745. 


2746. 


2748. 


2750. 


2752. 


2753. 


13-0176 


at tua 
ТОТО ps. 
+... 
tt mt 
A A 
Wu. 
ЖЕЕ br 

T PR рр 


t 1 1 
тъ ру 


ES A Aya 
X a. ma. (um. 
ك‎ Es 
ت‎ 2749. ў E, 
2 27 
ad m wy. 
EX Y x—1). 2751. AY н 


3 l(yn3i-ys5-1). 


D (V-V EETA). 
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En los ejercicios 2754—2762 demostrar la convergencia de las 
series dadas aplicando el criterio de D'Alembert. 


54. AHAH Кр К: 
2755. G+... tA 

2786. HA nert 
2757. 2+... £O 


4 4 п? 
2758. Suck ++ 
4-3. 


1,13 
2759. у-у. + 


2760. sen 2-44 sen FH... En sen r+ + 
1 2 n 
пи. Li ho + К 
2,23 (n+ 1)1 
2162. FEE e FA e 
En los ejercicios 2763—2766 demostrar la convergencia de las 
series dadas aplicando el criterio de la radical de Cauchy. 
т 1 1 2 
2168. rat rn 
і 2y n е 
me. $+ ($) +. +) e 
2765. arcspn 1 -arcsen? 4 -- pum +aresen + + 
EO iy" 
(3) ) 


" 2 
2766. + سو‎ 
En los ejercicios 27672770 aclarar si las series dadas-son conver- 


gentes aplicando el criterio de la integral de Cauchy. . 


2767. тту Fn 


ЭЕ ч X i 
pt 7D wot 
1 1 1 
2168. этү Кз То xu s 
444 ү, К 2 MEETRI 
2109. (e) tt GR) + 


2770, 3 yg "7 


nel 
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En los ejercicios 2771—2784 aclarar cuáles de.las series dadas 


son convergentes y cuáles son divergentes. 

. XU. Daty tepin t 
2772. нр 
эт. Viy 3+... y EL... 
27. opp. S. 
2775. 2+-+ў+...+”Җ1%+... 


1 | NC i л 
2776. тр tart орт К- 


1 2 л 
277. patat три +. 


ái 
2778. 9+ ук+. ++... 


2779. aretg 1 +aretg? 2 + e жао" i. БЯ 
2780. 2-4... БД... 


1 1 Li 
9781. tytar +... +a + ۰ 
3 9 31 
2182. +... 
279,14 E 


n 


2784*.sen $- sen --- .. , + sen 7 " 
т 4 prO 


En los ejercicios 2785—2789 demostrar cada una de las relaciones 
mediante pna serio cuyo término común sea la función айа, 


ы A Mm Onil 
2785. lim E =0. 2786. Jim =0 (a1). 
2787. lim ijy =0. 2788, Иште i 


2789. іт “2 — 0. 
Sem 
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Otras series. Convergencia absoluta. 


En los ejercicios 2790—2799 aclarar cuáles de las series dadas son 
absolutamente convergentes, cuáles son convergentes de manera no 
absoluta, cuáles son divergentes. 

2790. 1514... H ut 


ports: 


аи. 1+... С a <. 


219. татар С 0  wexpte 
2793. Som здар ...ا‎ 

2794. 4+... + 
2795, 2—24... БС E 

2796. igo cob Pymes 


2797. i-es catum 


у cn S شو‎ 
2798. Y ZA 2799. 3c» m. 
= - 
2800. Mostrar que si las series У) ah y J} bi son convergentes, 
^ Mh 


la serie У) a,b, es absolutamente convergente. 


ES 
2801. Mostrar que si la serié Sa, es absolutamente conver- 


gente, la serie У) "Ta, también lo será. 
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$ 2. Series fuiicionales 
Convergencia de las series funcionales 


En los ejercicios 2802—2816 determinar los campos de conver- 
gencia de las series. 


2802.1 +2... b uu. 
2803. ln z + lniz p ... шта... 
9804. zz. mh ssl. 


2805. =... ++... 
c 


т 
1 1 1 

2807. тк ++ ра 

2808. 2z--6z*-- ... --n (n--1) at... 


z zt 2" 
280. р КРК 
2 2" 
2810. трата... timto 
2811. sen +sen +... Hsen p+... 


2812. zig z- zig + tg +... 
3 7 т 
зер 22 зер nz 


2848. sonst 9825... Зана. 
2814, LEELEE., + 


2815. е-е... peg. 
2816. GAL. o ARA. 


Convergencia. uniforme (regular) 


En los ejercicios 2817—2820 demostrar que las series dadas son 
uniformemente (regularmente) convergentes en todo el eje Oz. 


2817. 14. Sp, EM 


„ 2 m = а 
2818. Dar 2819. EE. 2820. 3 + 


a= nei 


" 1 1 
2821. ud que la serie чегил tamm 
CTO C 
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es uniformemente (regularmente) convergente en cualquier inter- 
valo en que viene definida là función q (z). 


5, 1 
2822. Mostrar que le serie ур утри + 
H 
UU kV Т СЗ 


es uniformemente (regularmente) convergente en todo el semieje 
positivo. ¿Cuántos términos deberíamos tomar para que pudiéramos 
calcular, para cualquier z no negativa, la suma de la serie con exacti- 
tud hasta 0,001? 


28297. Mostrar que la serio PUES 4 BHA у, 


—— tem +. . . es uniformemente convergente en el intervalo 
1+0 < = < оо, donde © es cualquier número positivo. Que- 
darse convencido de que para cualquier z del intervalo(2< z< 100) 
es suficiente tomar ocho términos para obtenerla suma de la serie con 
exactitud hasta 0,01. 


2824. Mostrar que la serie У) 2" (1— 2) es convergente de mane- 
E 


та no uniforme en el intervalo [0, 1). 
2825. La función f(z) viene definida por la igualdad 


1= d 


Mostrar que la función f(z) está definida y es continua para 
cualquier z. Hallar f (0), 1(3) ‚ f (S) - Quedar convencido de que 


es suficiente tomar tres términos de la serie para calcular valores 
aproximados de la función f(z), para cualquier z, con exactitud 
hasta 0,001. Hallar f (1) y j (0,2) con esta misma exactitud. 


2826. Та funcin f(z) viene definida por la igualdad 


A S i. $ + 
dp У yeu Ay >: 
r. = E = 


Mostrar que la función f (z) está definida y es’ continua para cual- 
quier т. Quedar convencido de que 1а función f (т) es periódica cuyo 
período es o. 
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Integración y derivación de las series 


2827. Mostrar que la serio 24244... Paa os 
uniformemente convergente en el intervalo — 1 + o < z < 1 — o, 
donde o es cualquier número positivo menor-que 1. Integrando la 
serie dada hallar la suma de la serié 


Bs ич 
Жене ышк. 


en el intervalo (—1, 1). 
2828. Hallar la suma de la serie 


аф... 
' 2829. Hallar la suma de la serie 


Soon 2 emt 
бр (Утуе 


2830. La función / (т) vieno definida рог la igualdad 
Ha) € 28*4... 4- пет" 4... 
Mostrar qué la función f(z) es continua on todo el somiejo 
positivo Oz. Calcular | f (2) de. 
2881. La función /(2) viene dofinida por la igualdad 
f (2) 21--2-3z-- ... Fn... 
Mostrar que la иш f(z) es continua en el intervalo 
(4. $). Calcular j 1 (a) dz. 
2832*. La función f(z) viene definida por la igualdad 


1= фара. hue 


+... 
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2838*. La función f(z) viene definida por la serie /(2)= 


-3 um Mostrar que la función 7 (2) es continua en todo el 


n= 


eje numérico. Caleular | f(x) dz. 
) 
è 


i 
2834. Partiendo de la relación | z^dz— = т hallar la suma 
5 


de la serie: 
E 


й1—4+...+ چ‎ +... 2 poop se 


2835. Partiendo de la relación E 


E 


la serie bre 
2836. Partiendo de la relación 


cog? к dz — A. ED 2n —9) 3 
2 


mn-2)..423 ' 


e—vla 


hallar la suma do la serie 


1 


1.3 y 158... nf) 
Еш С йл жы Ак 7 
2837. Demostrar que la serie 
ae. Qo Rm у. жад... 


es uniformemente convergente ёп todo el eje numérico. Mostrar 
que esta serie no es susteptible de ser derivada término а término 
en ninguno de 105 interv: 


2838. Partiendo de Ја igualdad 1 -z-F2*-.. ‚=т= dels! 
Suinar “las” serios 4FI... RTE. y 1-4-3z-.. 
cop ED venu... y mostrar que la serie зенин 
o.p nati., es uüifomémehte convergente en el intervalo 
—p, p), donde |p| « 1. 
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2839. Mostrar la validez de la igualdad 


"zl 


1 le 
и еа 


2 
donde m= 2m y —1«z«1. 

2840. Mostrar. que la función y=} (s) definida. por la "serio 
аа + т +... Sütisface la relación ay >y (z-1). 


$ 3. Series de potenciás 


Desarrollo de las funciones en series de potencias 


2841. Desarrollar la función y — In z en serie de Taylor en el 
entorno del punto z = 1 (para zo = 1).- 

2842. Desarrollar la función у = VF en serie de Taylor on ol 
entorno del punto z = 4, 

2843. Desarrollar la función y = 4/z en serie de Taylor en el 
entorno del punto = = 3. 

2844. Desarrollar la función y — sen т en serie de Taylor en el 
entorno del punto z — 2. 

En los ejercicios 2845—2849 desarrollar las funciones dadas en 
serie de Taylor en el entorno del punto z = 0 (serie de Maclaurin): 

2845. y=chz. 2846. у= 22е". 2847. y==c08 (272). 

2848. y =e“ sen z. 2849. y —coszchz. 

En los ejercicios 2850—2854 hallar los cinco primeros términos 
de la serie de Taylor para las funciones dadas en el entorno del punto- 
z-0. 

2850. у= 11 (1 4-е). 2851. y=e"*", 2852. y — cos" х. 

2853. y= —lncosz. 2894. y= (1 4-2)". 

En los ejercicios 2855—2868 desarrollar las funciones dadas en el 
entorno del punto = = 0. aplicando las fórmulas de desarrollo en 
la serie de Maclaurin de las funciones е", sen z, cos z, ln (1 + 2) 
y (1 ++ 2)". 


2855. у=. 2856. y=e"". 2857. zi 


Ana 
2858. z TR Para 2920, 2859, у-ва. 
1 para z—0. 
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2860. y—-costz. 2861. у= 
1 рага 20. 


2862. y= (х — tg х) созт. 
2863. у= а (104-2). 2864. у= х 19 (1 +a). 


2865. у= VIF. 2866. y=} 3-2. 


1 Ed 
2867. y => 2868. y= yma: 
2869. Dosarrollar la función y= 5 en el entorno del punto 


х= en serio de Тау Valiéndose de este desarrollo, hallar la 
suma de la sorie 1+4+-...+-укт+... 


2870. Aplicando el desarrollo de 1а función en serio de Taylor, 
hallar el valor de: 


> para 20, 


1) la sóptima derivada de la función y= 


2) la quinta derivada de la función y =2* f TF z para z = 0, 

3) la décima derivada de la función y = 2%e* para z = 0, 

4) la curvatura de la línea у = z LV (TF 23 — 1] en el origen 
de coordenadas. 

En los ejercicios 2871—2877 calcular los límites, aplicando el 
desarrollo de las funciones en serie de Taylor: 


2871. lg ta ра A, 2872, иш 2682—80 de 


x20 
2873. lim lo (47422) +n (1242) 
ae Бо. 


2874. lim [~an (14-2) J. 2875. lím (eta). 


"n 1 eur in { 2+°%= 
эе. па (E), aes (RE 


Intervalo de convergencia 
En los ejercicios: 2878—2889 hallar los жок de convergencia. 
«de series de potenciás. + „î. 
2818. 102 + 10022 +... aom... 


2 5 
зато, 22. р... 
PR 
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Ru 
2883, 7 — yp. ы ЫЧ 
2884. jg د‎ aep 


2885 RE 


MON +... 
nzy* 
Um 


LiJ Li. Analizando la convergencia 
өп el extremo derecho del intervalo conviene tomar ‘br cuenta que 


las factoriales de números ртапйев pueden ir expresadas aproxima- 
dámente por la fórmula do Stirling: 


п (2 Уа. 


2887. 24-4224... + (nz + 
2888. می قا‎ За... BORD emus, 


2889. 22+ (2 2) e [CS 2+... 


2890. Desarrollar la función AA en serie de 
Taylor en el entorno del punto z=0 partiendo de la relación 


мни) | ien 


е indicar el intervalo de convergencia de la serie obtenida. 


2891. Desarrollar la función y In Ју ¿25 en serie de Taylor 
en el entorno del punto z==0 partiendo de Ja relación 


чый” 
ТЖЕ [ч 


e indiear el intorvalo de convergencia de la serie obtenida. 

2892. Desarrollar la — función y=In [(i--2)'7l4- 
+ In (01 — 2)!77] en serie de Taylor en el entorno del punto z = 0' 
e indicar el intervalo de convergencia de la serie obtenida. 

2893. Desarrollar la fünción y = (1 4 х)е”* —- (1 — 4) e“ en 
serie de Taylor en el entorno del punto т = 0 e indicar el intervalo 
de convergencia de la serie obtenida. Valiéndose del dosarrollo hallar 
la suma de la serie 


ES n 
FEF °+ + ан} 
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$ 4. Algunas aplicaciones 
de las series de Taylor 


Cálculo de valores aproximados de las funciones 


2894. Calcular el valor aproximado de j/e tomando tres térmi- 
nos del desarrollo de la función f (x) = e" en serie de Maclaurin, y 
calcular el error. 

2895, Calcular el valor aproximado del sen 18” tomando tres 
términos del desarrollo de la función f (z) = sen z en serie de Mac- 
lautin, y calcular el error. 

2896, Calcular el valor aproximado de у/ 10 = 271,25 tomando 
cuatro términos del desarrollo de la función f (z) = (1 + 2)" en 
serie de Maclaurin, y calcular el error. 

En los cjoreicios 2897—2904 calcular las expresiones que se dan 
a continuación aplicando la fórmula de desarrollo de las funciones 
e*, sen т, cos z en sorie de Maclaurin. 

2897. е? con exactitud hasta 0,001. 

2898. Ye con exactitud hasta 0,001. 


2899. £ cou exactitud hasta 0,0001. 
1 " 
2900. p con exactitud hasta 0,0001. 


2901. sen 1° con exactitud hasta 0,0001. 

2902. cos 1° con exactitud hasta 0,001. 

2903. sen 10° con exactitud hasta 0,00001. 

2904. cos 10” con exactitud hasta 0,0001. 

En los ejercicios 2905—2911 calcular las raíces que se dan a con- 
tinuación con exactitud hasta 0,001, aplicando la fórmula del de- 
sarrollo de la función (1 + z)" en serie de Maclaurin. 


2905. 30. 2906. 70. 2907. 500. 2908. WTO. 
2909. W250. 2910. 7/129. 2911. 7/1027. 


En los ejercicios 2912—0914 calcular las expresiones: dadas apli 
condo. la. fórmula del. desarrollo de la función In 155 on serie de 


Maclaurin. 
2912, In З con exactitud hasta 0,0001. 


2913. Ige = 1, con exéctitud hasta 0,000001. 
2914. 1g 5 con exactitud hasta 0,0001. 
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Resolución. de ecuaciones 


12915. Sea dada la ecuación: хуз е". =. у: А] 
de coeficientes indefinidos hallar el desarrollo de la función Y еп serie 
de Taylor en potencias de z. Resolviendo el problema conviene ha- 
Паг los coeficientes de la serie de Taylor efectuando la derivación 
sucesiva. 

2916. Sea dada la ecuación y == hn (1 + 2) — zy. Aplicando 
do: de coeficientes indefinidos. hallar. el. desarrollo de-la fun- 
en serie de Taylor en potenciós de z. Resolviendo el problema 
ie hallar los coeficientes de la serie de Taylor efectuando la 

rivación . sucesiva. 

En los ejercicios 2917—2919 resolver las ecuaciones respecto a 
y (esto es, hallar la expresión explícita de y) mediante la serie de 
Taylor de dos maneras, es decir, aplicando el método de cocficientes 
indefinidos y efectuando la derivación Sucesiva. 

2917. y” + zy = 1 (hallar tres términos del desarrollo). 

ipis. 2 sen х sen y = z — y (hallar dos términos del desa- 
rrollo) 

2919. e” — e" = zy (hallar tres términos del desarrollo). 


Integracion de las funciones 


En los ejercicios 2920—2929 expresar las integrales en forma 
de series valiéndose del desarrollo de los integrandos en series; indi- 
car los campos de convergencia de las series obtenidas. 


2920. | عت‎ йс, 2921. | °®® ш, 2922. | Las, 


x x 
dide 2924. | ебат. 2925, | Sum 
D d 


j 
2926. | ан. 2807. resa 
| 


эз. | LEER as, 


= 


En los ejercicios 2930—2934 calcular los valores aproximados de 
las integrales definidas tomando el número indicado de los términos 
del Meath del integrando en serie; indicar el error. 


ex dz (3 términos). 


pu 


tT 
2930. j 2052 de (3 términos. 2981. 
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i 
T 1 
dz & (e Р 
2932. py (2 términos). 2933. 5% (6 términos). 


2084. | aParotgzdx (2 términos). 


è 
En 108 ejercicios 2935—2938 calcular las integrales con exactitud 
hasta 0,001. 


, 

E ‚ 

2937. | timens 2998. | Ex. 
d 


2939. Mostrar quo en el intervalo (—0,1; 0,1) la función 


" 
| e= dë so diferencia de la función arctgz— J no más que en 
y 

00 


000001. 
2940. "Tomando en cuenta la identidad 
F= harig аі уро 


calcular x сой 10 cifras exactas. x 
2941. Desarrollar la función у= е | e-* dz en serie de Taylor 


y 
de dos maneras, esto es, calculando directamente las derivadas 
sucesivas, para 20, y multiplicando las series entre Sí. 

: 1 


2942*. Calcular la integral jes 
tor 05 


2943, Calcular la integral | hs dz con exactitud hasta 0,0001. 


v 
z 


* Te 
2944. Calcular la integral | V соз тг con exactitud hasta 0,004. 
E 


$ 4. Aplicaciones de las series de Taylor E 207 


Diversos problemas 


2945. Calcular el: rea limitada por la-línea y%:= 29 + 1, el eje 
de ordenadas y la recta z' = 1/2, Con" exáctitud hasta 0,001. 

2946*. Calcular el área del óvalo xt + y* == 1 con exactitud 
hasta 0,01. desinat 

2947. Calcular la longitud de là línea 25y* = 425 desde el pico 
hasta el punto de intersección con dà parábola 5y = z*, con exactitud 
hasta 0,0001. 5 * LUNES 

> 2948, Calcular la longitud de una semionda de la sinusoide 

y = sen z con exactitud hasta 0,001 А 

2949, La figura limitada por la línea y = arctg =, el eje de abs- 
cisas y la recta т = 1/2 gira alrededor del eje de abscisas, Calcular 
el volumen del cuerpo de revolución con exactitud hasta 0,001. 

2950, La figura limitada por las;líneas у — 22 & 1, 4y + 2 =0, 
la recta y = 1/2 y el ej de ordenadas, gira alrededor del eje de or- 
denadas, Calcular el volumen del cuerpo de revolución con exactitud. 
hasta 0,001. ` 

2951. Calcular con exactitud hasta 0,001 las coordenadas del 
centro de gravedad del arco de'la Зоја у = 1/2, limitado рог 
los puntos cuyas abscisas son ту = 1/4, т» == 1/2. 

2952, Calculat con exactitud hasta 0,01 las coordenadas del con- 
tro de gravedad del trapecio mixtilíneo limitado por la línea y = 


ili: las rectas z = 1,5. y z =2 y el eje de abscisas. 


Capítulo X 


Funciones de varias 
variables. 
Cálculo diferencial 


$ 1. Funciones de varias variables 


2953. Expresar el volumen z del cono en función de su generatriz 
х y la altura y. 

2954. Expresar el área S del triángulo en función de sus tres lados 
X, Y 2. 

2955. Formar la tabla de los valores de la función 2 = 2z — 
— 3y + 1 dando a las variables independientes los ivalores desde 0 
hasta 5 con intervalo de una unidad. 

2956. Formar la tabla de los valores de la función 2 = Yt у} 
dando a las variables independientes los valores desde O hasta 1 con 
intervalo de 0,1. Cáleular los valores de la función con exactitud 
hasta 0,01. 

2957. Hallar los valores de las funciones: 


arctg (240) \? _4+У% ^ 
1) z= (298020) рага z= EY, y i 
2) ze eme) para ze y: 


3) г=у“-1+-29-\ рага 292, ye 2; а= 1, y 2; m 2 yal. 
2058. Sea dada la función А á 


OI AEE LC 

Fee ETE. 

Hallar Р (a, Ala). En particular, poner Ф (и) = wW, = и 
calcular F (a, 1/a). P 9 кырды 


2959. Sea dada la función Р (z, y) = V — Fa”. Si ze y cam- 


bian con la misma velocidad, ¿qué función crece con más rapidez 
(рага z = 3, y = 2): la que se obtiene de Р siendo fija y y cambiando 
sólo z, o la que se obtiene para z fija (cambiando sólo y)? 
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2960. m dada la función 


E 
qlz, yi 2) =y — (y cos a+ acos p) zai 

Las variables у у z guardan los valores fijos-de y у de zo siendo yo = 

= 326. ¿Qué representa la gráfica de la función y = Ф (т, Yo, 20)? 

«¿Esla función q" e di 2): 1) una Tunción racional do у? de ui 2) una 

"función "entera где 
2901*. La ris fef (e у: que satisfe 

relación 


jeéniicuinente la 


f (mz, my) == m'f la y) para cualquier m. 


es Mamada función homogénea-de 'k-ésimo orden. Mostrar дио Ја 
función homogénea de k-ésimo orden 2 = / (z, y) siempre puede ser 


representada en forma z = *P (+ X +) 
2962. El carácter homogéneo. de una función de cualquier-número 
de variables independientes puede ser determinado de manera análo- 
ga a la función de dos variables, por ejemplo, f (z, y, 2) es una fun- 
ción homogénea de k-ésimo orden si * 
f (mz, my, mz)e m^. f (z, y, 2) para cualquier m. 
Tambión tiene lugar la propiedad: 
Mana=4r (2,2). 


ж'а 


Demostrarla. 


2963. Probar que la función z == Р (т, y) = zy satisface la ecua- 
ción diferencial 


F(az -- bu, cy 4-do) =»асЁ (=, y) +beF (u, y) айр (z, v) +b dF (u, v) 


2964. Probar que la función z = F (z, Ye = In z ln y satisface 
la ecuación diferencial 


F (zy, ш) =F (z, u)4- F (&, v) Fg! EE, v) 
(x, y, u, v son positivas). 
2065, Definir z como función explícita de z e y ateniéndoso 
а la ecuación + 4 + =1. ¿Será esta función unívoca? 


2966. Sea dada la función compuesta z — 
+ y, v =x — y. Hallar el valor de la funci 


^, donde и = = + 
1) рага = = 0, 


y = 1; 2) para z = 1, y = 1; 3) para т = 2, у = 3; 4) para z = 0, 
y =0; 5) paraz = —1, у= — 1. E 
2967. z=}; uw, vow zy t=2(2y). 


Expresar z directamente: en: forma de ii función de z o y. Bes 
una función racional de и y v, de w y-t, de z e y? 


14-0176 
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2968. Sea dada la función compuesta ¿=u"-41%*", donde 
u-—z-y, v—z— y. w= zy. Expresar z directamente en forma de 
la función de z e y. 

299. ш Фа: À— — о 
=n (020262), p=210 tuto. Expresar ш directamente en 
forma de la función de z, y y z. ¿Es и una función racional entera 


de E-y п, de o y p, de z, y, 2? 
2970. Presentar la función compuesta 


tayt ys 
(E ноти 
en formà de wna «cadena» de dependencias compuesta de dos esla- 
bonos, 

2971, Investigar la gráfica de la función z = -y (a? — y?) apli- 
cando ol método de intersecciones. ¿Qué representan las interseccio- 
nes por los planos z = const, у = const, 2 == const? 

2972. Investigar la gráfica de la función 2 = zy aplicando el 
método de intersecciones. ¿Qué representan las intersecciones por 
los planos z = const, у = Const, 2 = const? e 

2973. Investigar la gráfica de la función z = y? — 1° aplicando 
el método de intersecciones, 

2974. lnvestigar la gráfica de la funeión 


2 = ах? + by (а2> 0, 520) 
aplicando el método de intersecciones. 


$ 2. Propiedades más elementales 
de las funciones 


Dominio. de „definición 


297551: domiñioséstá-liinifado ¿por el paralelogramo des lados 
же О, y mg + aya — 1. la frontera del mismo se 
elimina. Dar esté doiiinio-p 

. El dominio representa la 
y = 1? y z = y (incluyendo las-trón 
desigualdades. 
LA Escribir, en forma "де desigualdades, un «dominio ahierto 
«que refiresenta/uñ triángulo?6quilátero;dé lados iguales а 2 
vértice se hallá situado éntel” origei de coordenadas. Uno 
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lados tiene la mišria. dirección que el semieje positivo Oz (el trián- 
gulo está situado en el primér cuadrante). и E 

2978. El dominio está limitado por'un cilindro circular infinito 
de radio R (eliminadas las: fronteras) cuyo eje paralelo al: eje Oz 
I рог el. punto (a, b, c). Dar este dominio mediante las desigual- 
dades. 4 > 

2979; Escribir; eri forma'dé desigualdades, el dóininto limitado 
por ld esfera de radio А cuyo centro se halla en el punto (a, b, c) 
(incluidas las fronteras). Ы 

2980. Los vértices de un triángulo rectángulo:eo hallan: situados 
dentro del círculo de radio R. El área S del triángulo es función de 
sus Сабеков ae yi aS = p(z, y). iCuál'es-el dominio de definición 
de la función 5 = Фф (z, у)? 

2981. La esfera de radio А lleva inscrita una pirámide de base 
rectangular cuyo vértice se proyecta ortogonalmente en el punto de 
intersección de las diagonales deja 
base, El volumen V de la pirámide es 
función de los lados z е у de su bas 
¿Será esta función unívoca? Présen-, 
tar su forma analítica. Hallar el do- 
minio de definición de la función. 

2982. Una tabla cuadrada ofrece 
la forma de cuadrícula cuádruple, te- 
niendo dos cuádros blancos y dos 
negros, como lo muestra la fig. 57. 
Cada uno de sus lados mide una uni- 
dad de longitud. Examinemos el rec- 
tángulo cuyos lados z e y son parale- 
los a los de la tabla y uno de los ángu- 
los coincide con el del cuadro negro. 
El ea de la parte negra del rectán- Fig. 57 
gulo será función de z e y. ¿Cuál será r 
su dominio: de definición? Presentar su forma analítica. 

En los ejercicios 2983—3002 hallar los dominios de definición 
de las funciones que se дап a continuación. 


2988, s= IEEE. 2984. s ln — dz HB); 


2985. 3= e tá. 2986. 2— Y zEy-L Y z—y. 
2987. 2 ibi" 2988. a= arson LE, 


2989. z= Inizy.: ©0990. Усу. 


2991. z=aresen EFE p aresec (424 узу, 
te 


212 ES Cap. X.-Géleulo. diferencial 


_ VER 
2992, ¿=> 2993, y RETE, 
2994, smau y i gpp HY AFTR. 
2995. z=ctgn(z+y)- 2996. z= V sen x (FY. 
2997. += V z sen y. 2998. z= ln z— In sen y. 
2999. اة‎ en 3000. z= aresen [2y (1 +22) —11. 
3004. un a+ 

i "de Yr 

3002: u= V Æ E ут (Rr). 


Límite. Continuidad de la función 


En los ejercicios 3003—3008 calcular los límites de las funciones 
qué:se; dan a continuación, estimando que las variables independien- 
tos tienden; de manera; arbitraria, a sus valores límites. 

Н s.p yii 
îm TERA 3004. lim MG 


D 28 . 
3005. Mos eg 3006. PERTE 


E ED 
i і pari 
e] 
чс pon. 
3007. Uim Sig. 3008. lim (1 + 277) =m, 
+0 d y-0 
3009. Mostrar que la función и= ЖЕ para 20, y —- 0, puede 
sender a cualqier límite (dependiendo de cómo tienden а сего 


ze » Dir ejemplos que mushtren: tales "variaciones » ж ey para 
quo: a) Ита и == 1, b) limi = 2:2 

30: y Hallar los puntos» de~ discontinuidad: de la función 
IAE ¿Qué variaciones sufre le función en el entorno del 
punto E { discontinuidad?” n 

Wit.: Hallar los puntos de discontinuidad de la función 


= ошый” 


3012. ¿En qué parte es “discontinua la función z= DP 


3013. ¿En qué.- parte: es” discontinua la función аар 


wi 
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3014, ¿En qué parte es discoütinuk la función з= А-9 
3015*.. Probar si es continua Ja función para 2—0; ye: 


D fem xis de. 
FE N= a: 100-0 
3 fex; 100-0. 
4 fau: 00:0) =0. 
1(0, 0) 20. 


5 fe) 
8 fe =: 10,0)=0. 


Líneas y superficies de nivel 


T . 1 А 

3016. Sea dada la función z= f (z, y) = ze. Construir las 
líneas de nivel de esta función рага z = 1, 2, 3, 4. 

3017. La función z = f (z, y) está dada de la manera siguiente: 
en el punto P (z, y) su valor es igual al ángulo coh que se ve desde 
este punto un segmento AB dado em el plano Огу. Hallar las líneas 
de nivel de la función f (т, y). 

En los ojercicios 3018—3021 trazar las líneas de nivel de las 
funciones que se dan a continuación:dándo a 2 los valores desde —5 
hasta — 5 con intervalo igual а una unidad. j 


3018. z=zy. 3019. 2— zy. 

3020. z=y (2+4). 3021. = جلك‎ . 

3022, Construir las -Tíneas «de-'nivel:ide la función 2 = (22 + 
+ ya)" — 2 (22 — y?) dando а z los valores desde —4 hasta i con 


intervalo igual a £. 

3023. Contéüit las 'líneds dé nivel de la función £ dadi iimpli- 
citemente por, la eguación" ($) fla нит = (3) Meet 
dando а z los valores desde + 4 ihastá-4 con intervalo igual a4. 

3024. Construir Таз líneas de nivel de la función 2 dada implíci- 
tamente por l& ecuación: y*'— 27* (a: z)-dando a-z los valores des- 
de —3 hasta 3 con intervalo igual a 1. 

3025. Hallar las líneas de nivel de la función z dada implícita- 
mente por la ecuación z + z ln z + y = 0. 
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3026. En el espacio viene dado el punto A. La distanci: 
media entre el punto vaciable M y el punto A es función de las 
denadas del punto Af. Hallar las superficies de nivel de esta fufición 
las cuales correspondan a las distancias iguales a 1, 2, 3, 4. 

3027. La función и = f (2, y, 2) está dada de la-manera siguiente: 
en el punto P (т, y, 2) su valor es igual a la suma de las distancias 


que median entre el punto mencionado y dos puntos dados; А (zy, 
72 21), В (Za, Ya, 2a). Indicar las superficies «do nivel, de la función: 
т, y, 2). 
3028. Hallar las superficies de nivel de la función 


DEYPESIS 
1—-y ERE 


u=ln 


Du 
E 

z= f (т, y). Construir Ja: gráficasde: la función: 
1) 2=1(2,0) < 22) 2=f(z, ) zie fida) 
4) zz f(—5. y). 9) == /(т,„3т); 6) 2o fen 2%): 


$3, 
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$3. Derivadas y diferenciales 
de las funciones de varias 
variables 


Derivadas parciales 


3032. El volumen de gas v es función de su temperatura y presión: 
о = f (p, Т). El coeficiente Medio de 1а, expansión. del gas, à la 
presión constante, y al cambio de,la temperatura desde Т, hasta Т, 

d ESN EJ y 

se traduce рог la expresión LE rc. iQu&-es 10 que podríamos 
denominar el coeficiente de expansión, a Ја presión constante y a la 
temperatura dada To? A : 

3033. La temperatura en un punto А dado dé 1а birra Oz e$ fun- 
ción de la abscisx z del punto:A. y el tiempo t: Ө = f (x, t). ¿Cuál 


sería la interpretación física de las derivadas parciales r y =? 
3034. El área S del rectángulo se expresa por la fórmula 5 = bh, 
donde b es la, base ул, Ја altura. Hallar 2, Z y dar interpretación 
geomértica de los resultados obtenidos. 
3035. Sean dadas dos funciones: и= V'a?— 22 (a es constante) 


y z= VFR. Hallar 55 y E. Comparar los resultados, 


En los ejercicios 3036—3084 hallar las derivadas parciales de 
las funciones que se dan a continuación respecto a cada una de las 
variables independientes (2, y, 2, и, v, t, q y * son variables): 


3036. ze z—y. 3037. :=5у—?х. 
3038. 0 = aze” 4-0 (a, b son constantes). 

4 uo à sip 
3089, = 5-2. 3000. = +0. 


3041. 2= (бау 0-7). — 3042. z= V 7+ 


3043. 2=In(1+V FF). 3044. z=arctg $. 
t 


3045. 2:= 3046. z 


arotg 


3047. z= In (+). 
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Р Ys . ita 

3049. 2= aresen VETE. * 3080. ¿=Intg $. 

" 
3051. =e. 3052, z= ln (z--lny). 
3053, u= arctg EE, 3054. a= sen # сов £. 

iy 
3055. з= (3) - 3056. z= (1 + 2y)” 
3057. z-izyln (z+). 3058. ¿=2"%. 
3059. u= zyz. 3060. и= zy + ys Hzr. 


3061. u= V FFP F. 
3062. u2 z-yz--3yz— zz 
3063. w= zyz + yzv -- zuz; + vry. 


3064. u= еен, 3065. u= sen (22-24-22). 
3066. 1 — ln (z--y +3). 

y 
3067. u=x*, 3068. uz". 


3069. f(z, j) = z--y— V FEF en el punto (3, 4). 
3070. ¿=ln (z+) encel punto (1,2% — 

3071. 2= (2z p yy". 3072. z= (TF log, zy. 
3073. z= тубек mv, e ев 
1-Уз+№ 

3074. = (а) туни" 


3075. b atg V P. seme a 


3007. z= n lae y EY EG E. 
3078. а= y 1= (222) trem E 


3079. 


ul Xm СЕ 
3081. u==arctg (zy). 
a EV PEPA 
3083. Th тушш. 
-yzo) + 1n cos (ay? 2v — туль). 


3080. 
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cos (ф—2ф) 
3085. u= eera" Hallar E). 


1 


3086. us aî. Hallar 2" y Le para 2=0, tHe. 


3087. کے‎ Hallar = у * рага zy 0 


3088. и = V sen?z E senty+ senta Hallar (2) xa 


E 
v) 
ci 


3089. u= In (1 +z + j*4 2°). Hallar а para amy 
1. 


4 
ata 
3090. f(z, y) = zy — у. чаш (3 ГА i) " 
Tr dy) х= la 
Mutt 
3091. ¿Qué ángulo forma la tangente a Ја línea. LA en 


y=4 1 

el punto (2, 4, 5) con la dirección. positiva del еје de; gbsoisas? 
A 

3092. ¿Qué ángulo forma la tangente a lo línea ec та+у 

en el punto (1, 1, V 8) соп ıa dirección positiva del eje de;ordenadas? 
3093., ¿Qué ángulo se forma al cortarse las líneas P engen. 
dradas por la intersección de las superficies 224-5. y s= + 


por el plano y= 2? 


Diferenciales.' Cálculos aprozimados 


' En: los ejercicios 3094—3097 hallar las diferenciales parciales 
de las funciones que se dan a continuación, respecto ‘a cada una de* 
las variable independientes. 

"8094. 2 = zy! — 3222-51204. 


3095. :=V PHP. 
zy 
3096. а= 222. 
3097. и In (25-29 —25. 
3098. a= Vz FF. Hallar dj para z—2, y 5, Ay 0.01. 
3099. z= V In zy. НаПаг d,z.pari.z—1, у= 1,2, Az— 0,016. 
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3100. u-p-T--yptrtr Hallar du pata p=1, 9=3, 
r=5, Ape 0,01. 


En los ejercicios 3101—3109 hallar las diferenciales totales de 
las funciónes que se dán a-continuación. 


3401. zem درک‎ e 3102. z= Ima yy?) 


3108. ¿EL 3104. ¿=arosen E. 
3105. z= son (zy). 3106, MP 
3107. = 3108. z==arctg (zy). 3109. u=a". 


* Aplicaciones a los cálculos 


ne Hallar ol valor de la diferencial total de la función z = 
Tay pua == 3, у =4, Az = 04, Ay = 02. 

"ШИ нтс.) valor de Ia diferencial tolal de la fünción £ к= c9 
рага z= 1, y = 1, Az = 0,15, Ay = 01. 

3112, Hallar el valor de la diferencial total de la función 
2= 27 раа 22, y=1,'A2=0,01, Ay 0,08 

3113. Calcular aproximadamente la variación de la función 
ze ZÎ al variar z desde z,—2 hasta z= 2,5 o y desde =4 
hasta ed 3,5. 8 

3114. Calcular aproximadamento 1n (/ 103+ / 0,98 — 1). 

3115. Calcular aproximadamente 1,042492, 

3116. Hallar la longitud del segmento de la recta z = 2, y = 3 
proto entre la- fnpertiole y z= z? +y? y su plano tangente 

unto (1, 1.2). ai 

3117. El cuerpo Jia sido pesado en el aire; (4,4 4 0,1 gf) y.on-el 
agua (1,8 Æ 0,2 gf). Hallar el peso: específico del cuerpo е, 
el error del cálculo. 

3118. El radio de la base del corio mido 10,2 4-04 ci, 
ratriz mide 44,6 + 0,1 ст. Hallar el volumen del cono e ind 
error del cálculo. a 


3119. Para calcular el área S del triángulo por su lado ау, los 
ángulos B, C se usa la fórmula 


4 aiB sen C 
STE) MERO 
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Hallar el error relativo бу para calcular S si los errores relativos al 
calcular los elementos mencionados son бе, 6g, бс, respectivamente, 

3120. Un lado del triángulo mide 2,4. m y aumenta.con la yelo- 
cidad de 10 cm/s. El segundo lado mide 1,5 in y disminuye con la 
velocidad de 5 cm/s. El ángulo formado por estos dos lados mide 
60° y aumenta con la velocidad de 2*-81 segundo: jCómo.varía el 
área del triángulo y con qué velocidad? ` 

3121. Los radios de las bases de um'cono truncado: miden: = 
= 30 cm, г = 20 cm, la altura № — 40 cm. ¿Cómo variaría el volu- 
men del cono si aumentásemos R en 3 min, 7, en 4 mm; №, en 2 mm? 

3122. Mostrar que para calcular el período 7 de la oscilación 
del péndulo, determinado por la*fórmula 


r= yt 


(siendo 1 su longitud у g la aceleración de la gravedad) el error rela- 
tivo es igual a la semisuma de los errores relativos cometidos al cal- 
cular los valores de / y g (todos los errores son supuestos bastante 
pequeños). 


Fig. 59 


3123. La fig. 59 muestra el arco AB de una circunferencia, 
Expresar el error al calcular el radio т de dicho arco tomando en con- 
sideración la cuerda 2s y la flecha p por los errores ds y dp. Calcular 
dr para 25 = 19,45 cm + 0,5 mm, p = 3,62 cm + 0,3 mm. 


$ 4. Derivación de las funciones 
Función compuesta 
3126, u=e*-2%, donde z sent, ye f, =? 


3125. u=2-4+ sy, 2=sent, y 


3126. z= arcsen (2—0), a=, у= 49; =? 
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3127. 2 z'y— г, donde == и совр, y—usenv; f =? f? 
er 


==? 


$ do 
Lan Hallar 22 si у=. 


3128, ¿=2%Iny, ze, y Su- 25; E= 


3129. u In (e+e); 
3130. s arctg(zj); hallar ¿E si y= 
3131. u=arċsen Ž, donde z= Y AFi; mA 


3132. z= tg (3t -- 222— y), mt, i Ge 


3133. ue ES, y=asenz, п=соза; $=? 
zy arctg (ay +z) 
3194, z= 0198001210, dg 
E а 
3195. z= (Le ш; po? o? die? 


3186. ze f — P, e; Ro? E? 


3137. Mostrar que la función pue Z, donde z—u-v, 


у= uv, satisface la relación + Ê - = та. 


3138. Mostrar que la función т==‹р(22--у%), donde ф(и) es 
una función derivable, satisface la relación vi A0. 


3139. u = sen z+ Ё (sen y—. sen х); mostrar. que 5 ор 


425 cosy= cos cos y, qualdüera que sea la función dérivablg, Р, 


3140. z= yg; mostrar que 


- $ cualquiera 
«че sis, Ja Canción: дайта f. 


rd pay 


er д x 
2 I =0. تہ‎ с 

3142. wr „зме, la, función ¡homogénea , de «A-ésimo .orden 
u=AP(2; E), donde F es una función derivable, face 


relación REA da нят 


$ 4 Derivación de las funciones 221 


3143. Comprobar-=la proposición del. ojercicio 3142 рата la 
función ua sen Ê. ap 

3144. Sea"dada la fünción derivable f (zy). Demostrar que si 
sustituimos las variables z, y por las funciones lineales homogéneas 
de X, Y, la función obtenida Р (X;-Y) estará unida con: la función 
dada por la relación А 


Lr AA yar > 
SO Y 


Funciones dadas implícita `y paramétricamente 


En los ejercicios 3145—3155 hallar la derivada = de las funcio- 


nes dadas implícitamente. : 
8145. ау — уг = at. 3146. APA yt at, 


3447. xe + ye — e" =. 0. 3148. (22-5 02)2— a? (x2 — y?) = 0. 
з 2 2 

3149. sen (2y)—eY—aty=0. 3150. چ‎ + = а. 

3151. zy—1n ya. 3452. arctg 21—20, 

3153. yz? e 3154. ye*--e? =0. 

3155. y* = a, 


3156. F (+, у) = F (y, z). Mostrar que la derivada de y respecto 
a z puede ir expresada mediante una fracción cuyo numerador se 
obtiene del denominador permutando las letras y y т. 


3157. 22 + y? — 42 — 10y +4 = 0. Hallar f para z= 6, 


y —2yz = 6, y = 8. Dar interpretación geométrica de los resulta- 
dos obtenidos. 


3158. zy + zy! — oz*y! = a. Hallar 2! para z = y = a. 
3159. Demostrar que de z*y! + a° + y? — 1 = 0 se deduce: 
m Y a 

Via үи 


3160. Demostrar que de а + b (= + y) + сту = m (x — y) se 
deduce: 


C TEN _` 
[rr METTE 


3161. AR =? La 
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3163. y= a; — 3 


3164. e* —zya=0; 


3165. Mostrar que cualquiera que sea la función derivable q, 
do la relación q (cz — az, cy — bz) = 0 se deduce: 


LINT 
Lir озу -‹. 


3166. F (г, y, 2) = 0. Demostrar que 


3167. Hallar Іа diferencial iler] de la función z, definida por la 
ecuación созк 4- cosy + с; 
68. La función z viene duh paramétricamente: а= и +0, 
= u — v, 2 = uv. Expresar z como función explícita de x e y. 
8169, z = u + 0, y = u* 40% z = и? +v’. Expresar z como 
función explícita de т e y. 
3170. z = и cos v, y = usen v, z == kv. Expresar z como función 
explícita de z e y. 
En los ejercicios 3171—3175 expresar dz а través de z, y, 2, de 
y dy de las funciónes dadas en forma paramétrica. 
3171. «=, у саш. " 
3172. х= V a(senu--cosv), у= Уа (сови вери), z-14- 
usen (u —v). 


3178. aut, ye u—v, ze ut 
9174, х= ucosv, уи вепр, z= u, 


3175. es cosi — bos u- sen и, y —v'sen и — u sen и — cos u, 
2=(u—o). 


8176; zoe d cosp, y=e"sóno, z= uv. Expresar de mediante u, 
"y de y dy. Ta ай 

3177. Las relaciones и = f (z, y), v = F (z, 2), dide f yF Son 
funciones derivables do z ey, determi, € y como funciones deri- 
vables de u y v. Demostrar qué. E 


w- 
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a u y v son funciones dé-z, y, = que satisfacen las relaciones 
uv = 3e — 2y + 5, 1 = pide Mostrar ¡que i 


E A 


3179. Sean у= jf (т, t), E (т, y, 1) = 0. Comprobar que 
of ӘР 0] ӘБ 


3180. Sean j (z, у, 2) 0. Comprobar que 
al ӘР ӘР of 


$ 5. Derivación sucesiva 
3181, = ад" Mostrar que Xu dur x 


P 
3182. z= х". Mostrar que -y E der. 


3183. z= e" (cos тізе y). Mostrar que qy = чк 
3184. z=arctg L- Mostrar que p a. 
En los ejerciejos 3185—3192 hallar f, E y фут de ls 


funciones que se dan a continuación. 


3185. a= $V GE. 3186, z= Inr - V FF). 


3187, arog FE, 3188. z= sen? (az + by). 
XE 

3189. =e, 3190. ==. 

3191, а= y, 3192. z=arcsen (ту). 

893: „үш ру ш 05-2 


2. ‚ЖЕ 
3094. sme улут? 


3195. х= 1n (224-0) p 


224 Cap. X. Cálculo diferencial 


3196. z= sen zy; Xx 
3197. ш= е; " жк? 
3498. v—z"y P; _, prr =? 
3199, z— 1n (e* e”); mostrar que ¿+ 
ази (жен) =0 
3200. и =е* (zcos y— ysen y). Mostrar que Ez + Le =0. 
3201. u= ln ушта mostrar que Ee 
3202. u= yum mostrar que Pr Pe —0. 


3203. г= V Fy fa; mostrar que E 
Pr, Pr, Pr 2 nr), llar) , nr) t 
E o ou 

3204. ¢ Para qué valor de la. constante а la. función v--z*4- 
+azy? satisface la ecuación mee 


3205. z= La; mostrar que Dp eat. 
3206. v= +52 tripi mostrar que 


Po, Po, Po gv tv Po 
amate +? ( ozay ar aar) =0. 
3207. а= f (z, y), E=24+y,. = z— y. Comprobar que 
EC 


" 2:2 
3208. у= 210 (24-1) — 


+ donde n=24p, Mostrar que 


EN í 
20 MD Yr] 


3209. Hallar la expresión para la segunda derivada - 


i Б 
función y dada implícitamente por la ecuación ў (=, y)=0. 


3210. y= o (z—at) +9 (z +at). Mostrar que LY = 


quiera que sean las funciones p y p derivables dos veces; -` 
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3211. u=9 (z) + p(y) (z — y) Y (y): Comprobar: que 
otr 
(Ф y Ф son las funciones derivables dos večes). 
8212. x ye (z1— į") ¿Comprobar que EE 


la función derivable). 
3213. r= хф (24-0) 4107р (24610): Mostrar que 
3 Pro Prog 
taa * 


(Ф y y son funciones derivables dos veces). 


3214. ue t po (az y) (2—0). Mostrar quo 
Pu 2 ô ди 
=p a) 

3215. u [o (2—0) +0 (240). Mostrar que 

a du y Pu 
зс (н) < 

3216. i = xe ye”. Mostrar que 

Pu Фи Pu Fu 
TIOS 
3217. u=e*", Mostrar que 
du Pu ди 
зей“ ura 2F gg +! 
Fa 
xy 


ёи ôu Pu du 1 ;| 
ta wart эй =? (у-у). 


3218. и =1п Mostrar que 


En los cjercicios 3219—3224 hallar las diferenciales de segundo 


orden de las funciones que se dan a continuación 


3219. z— 2i — ay. 3220. 2=In(2—y). 
3221. Inm 3222. z—zseniy. 
3223. ae, . 3224. uc ay. 


3225. z= sen (27+y). Hallar dz en los puntos 
(== л 


[m 


(0, л); 
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3226. u= sen (20-4-0462); Pur? 

а 22 й. л 

3227. =; Фа? 

3228. 2 Baya = a; d'a? 

3229. Bxty" + ary — 2219 + Asy” — 4 = 0. Hallar d'z en el 
punto (2, 1, 2). 

Cambio de variables 
3230. Transformar la expresión diferencial 


E e 22 hy 


poniendo = == 1/4. 
231. Transformar la expresión diferencial 


zy — ty ky 
poniendo z = e. 
3232. Transformar la expresión diferencial 
ü—2) e Erg, 


poniendo х = sen t. " 
3233. Transformar la expresión diferencial т + у tomando y 


como variable independiente y z, como su función. 

3234. Transformar la expresión y'y” — 3y/? tomando y como 
variable independiente. 

3235. Transformar la expresión yy” — 2 (y? + у?) а la nueva 


función v, poniendo y = 3. 
3236. Transformar la ecuación 
En 
dz 2—0 
a las coordenadas polares que están relacionadas con las fórmulas 
cartesianas z = р cos p, Y = p. sen Фф. 
3237. Transformar là expresión k=. а las coordena= 
(ya? 
das polares p, Ф 
3238, La función 2 depende de z, y. En la expresión yz — 


i ofocimar ol cambio de las variables independientes con 


ayuda de las fórmulas z-—'ucosv, у= и вепр. 
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3289. Transformar el operador de Laplace mex a las 
coordenadas polares. 


3240. Transformar la expresión f + ê hz а las coordena- 
das polares considerándo: que 2 — (p), depende solamente de p y 
по depende de Ф. 

ёг 


3241. En la expresión ¿5-+2-£—+-22 cambiar las sariablos 


æ o y por las variables u y v, y la función z, por la variable w, 
considerando que estas variables están unidas por las relaciones 


в=#{®, y р кегш, 


Capítulo- XI 


Aplicaciones del cálculo 
diferencial de las. funciones 
de varias variables 


$ 1. Fórmula de Taylor. 
Extremos de las funciones 
de varias variables 


Fórmula de Taylor 


3242. f(z, y) 3--29?— zy; desarrolar la función f(r-h- 
y-+k) en potencias de В y А. 


3243. f(z, y) е=25--у#—блу— 392 + 18y +4; hallar el inere- 
mento que recibe al pasar las variables independientes de los va- 
lores z—5, y=6 а los valores z=5 +h, y=8-+h. 


3244. а) S یں‎ E 2 و‎ 4 


hallar el incremento que recibe la función al pasar las variables inde- 
pendientes de los valores z = 1, у = 2 a los valores т = 1 + h, 
y = 2 + К. Calcular f (1,02; 2,03) limitándose a los términos de 20 
orden inclusive. 

3245. f (£, y, 2) = Аз? + By! + CF + Day + Eysa + Faz; de- 
sarrollar f (т + k, y + k, 2 + 0 en potencias de Л, К, Ї. 


3246. Desarrollar z=senzseny en potencias de (am) y 


(0—25). Hallar los términos de primero y segundo órdenes y 
R, (término complementario de segundo orden). 

3247. Desarrollar la función = = 2° en potencias de (= — 1), 
(y — 1) hallando los términos hasta el tercer orden inclusive. Aplicar 
el resultado obtenido para calcular (isin recurrir a las tablasl) 1,1%. %, 

3248. f (z, y) = ё" sen y; desarrollar f (т +h, y + k) en potencias 
de h y k, limitándose a los términos de segundo orden respecto a h Y К. 
Aplicar el resultado para calcular e?! sen 0,491. 
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:3249. Hallar varios primeros términos de desarrollo de la fun- 
ción e* sen y en serie dr "aylor en el entorno del punto (0, 0). 

3250. Hallar varios j..meros términos de desarrollo de la fun- 
ción ех In (1 + y) en serie de Taylor en el entorno del punto (0, 0). 

En los ejercicios 3251— 3256 desarrollar las funciones que se dan 
a continuación en serie de Taylor para 2, = 0, yg = 0. 


1 К у 
3254. б=т 32525. z=arctg pa. 
3253. z—1n(1—z)ln(l—y). 3254. z—1n A 
3255. z= sen (224-2). 3256. 2=е* cosy. 


3257. Hallar varios primeros términos de desarrollo en poten- 
cias de т — 1, y — 1 de la función z dada implícitamente por la 
ecuación 2 


2 + у ар =0. 


La función dada es igual a 4 cuando z = 1, y = 1. 
3258. Obtener la fórmula aproximada 


coss 1 
wy SIT 


para los valores suficientemente pequeños de | z |, | y |. 


Extremos 

En los ejercicios 3259—3267 hallar los puntos estacionarios de 
las funciones que se dan a continuación. 

3259, 2 2a ay2 5a2 ya, 

3260. = е®® (z-- y? 29). 

3261. z= zy (a—2—y). 

3262. == (даг —2*) (2by — у). 


3263, 2= sen z--sen y+cos(z+y) (0< 2 d 0 xcu F) 
3264. а= EEE 
VIRARE -~ 
3265. ¿=yVI+2+2V1Fy. 
3266. u= 21-4 y! 2z— zy — s. 
3267. u. — 31n z-21n y--51n2--1n (22 — 2 — y—2). 
3268. La fig. 60 muestra las líneas de nivel de la función z = 


= f (a, y). ¿Qué particularidades ofrece la función en los puntos А, 
B, C, D y en la línea EF? 
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3269. La función z viene dada en forma implícita: 22* + 2y* + 
+ 22 4802 — z-p8 = 0. Hallar sus puntos estacionarios. 


3270. La función z viene dada өп forma implícita: 5z* + 5y* + 
jî day — Фи — ys — 72 = 0. Hallar eus puntos estaciona- 
rios. 

3271. Hallar los puntos extremos de la “función z= 22у — 
— 3:2 — 92 4- 10. 

3972. Hallar los puntos extremos de la función z = 4 (z — i) — 

3273. alias Jos puntos extremos de la función а = zb аў + 
Tg Ez—yxi 


3274. Mostrar que la función idea ج‎ m опе 


а 


mínimo en el pünto 2=у= 


3275. Mostrar que la función z = zt + y* — 222 — 4zy — 2y* 
tiene mínimo, cuando z = VZ, y = VZ y += — VZ, у = — V? 

3276. Mostrar que la función z = 2° + y? — 6zy — 392 + 18у + 
+ 20 tiene mínimo, cuando z= 5, y == 6. 

3277. Hallar los puntos estacionarios de la función z = z*y* (12 — 
— x — y) que satisfagan la condición => 0, y >0 y analizar su 

carácter. 


3278. Hallar los puntos estacionários de la función 2 = а 
+ y? — 3zy y analizar su carácter. 
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Valores: márimoś y mínimos 


3279. Hallar los valores máximo y mínimo de la función л = 
= سے ا‎ y? en ol círculo z? 4- y? « 4. 

3280. Hallar los valores máximo y mínimo de Ja: función z == 
= z? + 92у — 4z + 8y en rectángulo limitado por las rectas 


z-20,yc0,z2-1, y —2. 


3281. Hallar el valór máximo de la función z = 27у (4 — z — y) 
еп el triángulo limitado por las rectas.z = 0, y = Û, а + y = 6. 
3282. Hallar los valores máximo y mínimo de la función 


2=е-5%- (2224343) 


en el círculo z? + y4. 

3283. Hallar los valores máximo y mínimo de la función z = 
= sen z + son y + sen (= + y) en el rectángulo 0<-<x/2; 
0<у<л/2. 

dosi. Desarrollar el nümero positivo a en tres sumandos posi- 
tivos de modo que el producto de éstos tenga el valor máximo. 

3285: Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos cuya -suma sea la menor posible. 

3286. En el plano Ozy hallar el punto tal que la suma de los 
cuadrados de distancias que medien entre las tres rectas = == 0, 
у = 0, z + 2y — 16 = 0 y el punto buscado sea la menor posible. 

3287. Trazar un plano de modo que pase por el punto (a, b, c) 
у que:el volumen del tetraedro recortado por dicho plano del triedro 
coordenado sea el menor posible. 

3288. Sean dados n puntos: А, (zi у, 21), ...› An (га, Ул, Em)» 
En el plano Ozy hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de 
distancias que medien entre todos los puntos dados y el punto bus- 
cado, sea la menor posible. 

3289. Sean dados, tres puntos А (0, 0, 12), B(0,0, 4) y 
С (8, 0, 8). En el plano Оху hallar un punto D tal que la esfera 
que paso por estos tres puntos tenga el menor radio posible. 

3290. Inscribir en la esfera dada de diamotro 2R un parelelepí- 
pedo rectangular que tenga el mayor volumen posible. 


Extremos condicionados 
En los ejercicios 3291—3296 analizar si las funciones que se dan 
a continuación tienen extremos. 
3291. z =a" Ly (m1) рага 2+y=2 (220, y 2-0). 
3292. zzy para z+ y= 2a, ` 
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1 t t| 1 1 
3293. ¿243 раа d 


3294. 2 acostz-rbeos'y para y—z =. 


3295. u=x4y+2 para .بچ‎ 
1) =+у+2=5, 


2) zy -zz-- y: —8. 
3297*. Demostrar que 1а siguiente relación es válida 


A 
ЕЕЗ (аа ne y 


D 

3298. f (т, y) = 22 — Зо? + 18у, siendo 3zty — y? — 62 = 0. 

Demostrar que la función f (z, y) altanza su extremo en los puntos 
z= у= БҮЗ. 

3299. Hallar el mínimo de la función и == az? + by? + cz, 
donde a, b, c son-constantes positivas y =, y, z están unidas por la 
relación z + y +21, 

3300. Hallar los valores máximo y mínimo de la función u == 
in y + 4% — дуг — 022 — Ley para 22° + 3y9 + 64% = 1. 

:/3301. En el plano 3z — 22 = 0 hallar el punto tal: que la sumá 
dé los cuadrados de las distancias que- medien entre dicho punto 
„Ж los puntos А (4; 1,1) y B (2, 3, 4) sea la menor posible. А 
2. En el plano х + { — 2: = 0 hallar el punto tal que la 
віта «do los cuadrados de las distancias qué medien entre dicho 
punto y los planos z +-3z = 6.0 y + 33 = 2 sea la menor posible. 
„+3808. Sean dados los-puntos А (4, 0, 4), B.(4, 4; 4); С (4, 4, 0). 
Enla superficie deila esfera z? + A 25.— 4 hallar el punto $ 
tal quo el volumen de la pirámido SABC sea::a) el mayor posible, 
»h) sel «menor posible: Comprobar la respuesta de manera geométrica 
elemental: ^ guide > gs 
= +8304. Hallar el 'párálelepfpedo fectangular “do volumen” dado 
V que tenga la menor área posible, ю * E 
: 8305. Hallar: el paralelepípedo rectangular:de: área dadá S el 
cual tenga -el mayor volumen posible. Ë E Find 
6. Hallar el volumen del mayor -paralelépípodo rectangular 
quo sea Susceptible de ser inscrito en el elipsoide de зешіејев 236, c. 

3307. La tienda de campaña: tiene la forma-de cilindro rematado 
por un cono. ¿Cuáles deberían ser las relaciones entre sus dimensiones 
lineales para que la cantidad.de tela песезагіа рага su fabricación 
sea: mínima siendo el volumen dado? Bic 

8308. La sección del canal presenta Ја forma de trapecio isósce- 
les de área dada (véase la fig. 61). ¿Cuáles deberían ser sus dimensio- 
пез para que la superficie lavada del canal sea la menor posible? 

3309." De todos los paralelepípédos rectangulares qué tienen la 
diagonal dada hallar el que tenga el mayor: volumen-[posible. 


3296. uc zyz para ( 
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1, 3310, Calcular läs dimensiones exteriores que debería tenor um 
cajón abierto (sin la tapa) de forma de paralelepípedo rectangular, 
Mel que se dan el espesor de paredés аг y el volumen V, para que al 
fabricarlo se gaste la menor cantidad. posible de material. 


Fig. 61 


3311. Hallar el volumen máximo del paralelepípedo siendo la: 
suma de todas sus aristas igual a 124: 

3312. Circunscribir en torno a und elipse dada un triángulo de- 
base paralela al eje mayor cuya área sea la menor posible. 


3313, En la elipse 27 + > = 1 hallar los puntos tales que las. 


i 
distancias entre éstos y la recta 32 + y — 9 = 0 sean mínimas 
y máximas, 

3314. En la parábola z* + 2zy + y* + йу = 0 hallar el punto- 
tal que la distancia entre. éste а la recta 3x — 6y + 4 = 0 sea la 
menor posible. Я а 

3315. En la parábola 22° — 4zy + 2y? — z — y = 0 hallar el 
punto más próximo a la recta 9z — 7y + 16 А 

3316. Hallar la distancia máxima que media entre los puhtos- 
de la superficie 


y 
2a? + 3y* + 22° + 222 = 6 


y el plano z = 0. 

3317. Hallar los lados de un triángulo rectángulo cuyo perí- 
metro sea mínimo siendo dada su área 5. 

3318. El cono recto elíptico cuyos semiejés de la base miden 
a y b y cuya altura es У, lleva inscrito un prisma de base rectangular- 
de tal modo que los lados de la base son paralelos a los ejes y la inter- 
sección de las diagonales de Ja base se halla en el centro de la elipse.. 
¿Cuáles deberían ser los lados de la Базе-у la altura del prisma para 
que su volumen sea el mayor posible? ¿A qué sería igual esto volu 
men mayor? i G р " 

3319. Hallar la pirámide regular triangular de volumen dado tal 
que Ja suma de sus aristas sea la menor posible. 

3320. Sean dados dos puntos en la elipse: Hallar uno tercero- 
еп Ла misma elipse tal que el áreá del triángulo que'tiene los dos- 
primeros puntos por sus vértices, sea la mayor posible. + 
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3921. Trazar la normal a la elipse + # = 1 de modo que 
Ja distancia que medie entre el origen de coordenadas y la normal 
buscada sea la mayor posible. : 

3322. En el elipsoide de revolución ğ -+ 0° +2 = 1 hallar 
Aos puntos las distancias entre los cuales y el plano 3z + 4y + 12 = 
= 288 sean 1а mayor posible y la menor posible. 

3323. Sean dadas las líneas planas f (z, y) = 0 y  (z, y) = 0. 
"Mostrar que el extremo de distancia entre los puntos (а, В) y (E, n) 
"que so hallan en estas línóas, respectivamente, se verifica si se 
«cumple la siguiente condición 


ôi 
дт ) xaa Da } х= 
a y UD 
a O. 
| "mg Un 
Valiéndose de ello, hallar la distancia mínima entre la elipse 
24 2ху + 5y* — 16у = 0 y la recta т+у—8=0, 


$ 2. Líneas planas 


Tangentes y normales 


En los ejercicios 3324—3327 escribir las ecuaciones de la tangente 
зу de la normal a las líneas en los puntos que se indican. 

3824. Dy + уг =3 — zy? en el punto (i, 1). 

3325, а? (244-5) — ay 9а* on el punto (a, 22). 

3826. cos zy = z-I-2y en el punto (1, 0). 

3327. 029—224 +34 Ázy — x — 3y-- e 0 en el punto dé su 
intersección con el eje Oy. 


Puntos singulares 
En los ejercicios 3828—3340. hallar los puñtos singulares de las 
Jíneas. 
3328. y a*(r—1). 3329. a?r? = (22 ey") y". 
3330. y^ — az? -Ebz*. 3331. yi z(z-—ay. 
ый „а 54 
3332. ت‎ p y =g 3333. 25 +y‘ — 822—102 16 — 0. 
3334. 2*4 122 — 6? -- 362? 4-274 — 81 —0. 
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3385: +? +3a2y=0. 9336. zi — yt y. 


3837. y==Inx. 3338.. y^ — sen? z. 
3339. y^ = (z—ay. 3340. z= (y— х5). 
Envolventes 


3341. Escribir la ecuación de la envolvente de la familia de rectas 
y= ат + f (a). En particular, poner f (а) = cos a, 

3342. Hallar la envolvente de la familia de rectas y == 2mz + т“. 

3343: Un haz de rectas'está trazado de tal modo que pasa por 
el'punto А (a, 0). Hallar la envolvente de la familia de normales 
trazadas a las rectas del haz en los puntos de su intersección con 
el eje Oy. 

3344. alar la envolvente de la familia de parábolas y? = 
= а (z — а). 

3345. Наа la envolvente de la familia de parábolas az? + 
+ ay = 1. 

3346. Hallar la envolvente de la familia de parábolas y = 
= a? (x — ay. 

3347. Hallar la envolvente de la familia de parábolas semicúbicas 
(y — a} = (ж — ay. 

3348. Hallar la envolvente de la familia de líneas 2° + ay? = a’, 

3349. Hallar la envolvente de la familia de elipses ¿7 +Ё= 1 
siendo la suma de semiejes de cada elipse igual а d. 

3350. Los radios de la circunferencia son proyectados а sus dos 
diámetros perpendiculares entre sí. En las proyecciones, que sirven 
de semiejes, son trazadas las elipses. Hallar la envolvente de la 
familia de elipses obtenida. 

3351. Hallar la envolvente de la familia de circunferencias que 
tienen sus centros sobre la parábola y = bz? y que pasan por su 
vértice. 

3352. La recta se desplaza de tal modo que la suma de longitudes 
de los segmentos cortados por la recta en los ejes de coordenadas 
sigue constante e igual a a. Hallar la envolvente de la familia de 
rectas obtenida. 

3353. Hallar la envolvente del diámetro del círculo que rueda, 
sin deslizarse, sobre una recta dada (el radio del círculo es iguala R). 

3354. Las cuerdas de un círculo (cuyo radio es igual a R) para- 
Jelas a la dirección dada que sirven de diámetros, llevan circunscritas 
unas circunferencias: Hallar la envolvente de esta familia de cir- 
cunferencias. 

3355. La recta se desplaza de tal modo que el producto de los 
segmentos: cortados por ésta-en los ejes de coordenadas, es igual a la 
magnitud constante а. Hallar la envolvente de estas rectas. 
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3356. Mostrar que toda línea es envolvente de la familia. de sus 
tangentes. 

3357. Mostrar que Ја evoluta de la línea es la envolvente de la 
familia de sus normales. Hallar la evoluta de la parábola y? = 2pz 
como lugar geométrico de los centros de curvatura y como envol- 
vente de la familia de normales. Comparar los resultados, 

3358. Demostrar el teorema: si la línea (А) es la envolvente: 
de la familia de rectas z cos f + y sen t — f (0) = 0, la evoluta de 
la línea (4) es la envolvente de la familia de rectas —z sen t + 
Taccst—f()-0 __ 

3359. El radio vector OM de cierto punto M de la hipérbola equi- 
látera zy = 1 es proyectado sobre las asíntotas de, la hipérbola. 
Hallar la envolvente de las:elipses trazadas en las proyecciones OM. 
sirviendo éstas de semiojes, 


$ 3. Función vectorial 
del argumento escalar. 
Líneas alabeadas. Superficies 
Función vectorial del argumento escalar 


3360. Demostrar las siguientes fórmulas de derivación 
d “ а 
dium de, (ихо) ux De cv, 


Aquí w y v. son funciones vectoriales del argumento escalar 2. 
3361; Sea dado т =% (1). Hallat las derivadas. 


3) В) (тж): ©) m) (res 


62. Los vectores т (1) y J son dados como .colineares -para 


todos Jos valores- de 1. Demostrar-que los vectores г, S, t 


ey A son también colineares al vector 7 (t). 
3363. Demostrar que si-el módulo: | | de la-función v (2) sigue 


constante para todos los valores de f, so tiene Ṣe 1 г. (¿Cuál Séria li 


interpretación geomértica de -este hecho?) ¿Se verifica el teorema 
inverso? 
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3364; Sea dador х= @ сов t +} b sen of, donde а y b son vec- 
ботев: constantes. «Demostrar que 
та авах y 2) GEO 
12-8965; Demostrar que si e es vector unitario de Ја dirección 
del vector E, se tiene e x de= ERE > 

3366. Demostrar qué si » =aev!+ Бе-®!, donde й y b son vec- 
tores constantes, se tiene 


3307. uia (z, y zi ї)%--Ё(т, у, z Dir lo yw om D) 
donde т, у, z son funciones de t. Demóstrar que 


du du du dr ou dy ди ds 
a ata ata taa: 
3868. Sea dado r=r(w), ш= (2). Expresar, los derivadas 
Pro de 


de de r, ir 
ж, "ш, uar POF medio do Grs дд. дд. 


3369. Demostrar que si para la fonción vectorial + = r (t) se 
verifica la relación 27. = ær, donde œ = const, la hodógrafa de 


la función + (t) es un rayo que sale del polo. 

3370. Sea r (£) una función definida, continua y derivable en 
el intervalo (4, te), siendo т (f) = * (ty). Aplicar el teorema de 
Rolle а la función a.r, donde a es cualquier vector constante, Dar 
interpretación geométrica del resultado. 

3371. Sea dado el radio vector de un punto móvil » (a sen t, 
с-а cos t, М?) (donde t es el tiempo, a y b son constantes). Hallar 
as hodógrafas de la velocidad y la aceleración. 

3372. Hallar la trayectoria del movimiento para ol cual el radio 


vector del punto móvil satisfaga la condición 27 =a хт, donde 


dt 
а es vector constante. 
3373. El punto material se desplaza de acuordo con la ley.” = 


= vet + jf (r es el radio vector del mismo punto en el momen- 


to t, v, y y son vectores dados). Mostrar que: 1) la energía cinética 
del punto material es una función cuadrática del tiempo; 2) vo 
es la velocidad inicial (esto es, el valor del vector de la velocidad en 
el momento ¢ == 0); 3) el movimiento se efegtúa siendo la acelera- 
ción constante e igual al vector y; 4) el movimiento se efectúa sobre 
la parábola (a no ser cólineares los vectores v, y 9) cuyo eje es para- 
lelo al vector g. ; 

.. 8874. La ley del movimiento del punto material se da por la 
fórmula 


т = а соз t + D sen t + с, 
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donde los vectores a y b. son perpendiculares entre sí. Determinar 
la trayoctoria del movimiento. ¿En quá momentos sería extremada 
la velocidad del movimiento? ¿En qué momentos sería extremada 
la aceleración? 

3375. Las fórmulas para pasar de las coordenadas cartesianas 
а las esféricas presentan la siguiente forma: = = p sen 0 cos p, 
y = p sen Ө sen q, z = p cos 0, donde р es la distancia que media 
entre el punto dado y el polo, 0 es su latitud, q es el ácimut,osea, 
la longitud. Hallar los componentes de la velocidad del movimiento 
del punto material dirigidos hacia los vectores ortogonales unitarios 
ер, €0, Co 

Líneas alabeadas 


En los ejercicios 3376—3383 formar las ecuaciones de la recta 
tangente y del plano normal para las líneas dadas en los puntos 
indicados. 

3976. e (Le, LL.) esto es em, zm E, уеп un 
punto cualquiera. 


3877. z—acosq, у=азепф, ¿=p en el punto dado 
«УЗ «у? к d 
SL E в). 
Demostrar que la tangente en todos los puntos de la línea forma un 
mismo ángulo con el eje Os 


3378. sat, ye paf, з= фай en el punto (6a, 18а, 722). 


3379. x=t—sent, y=1—cost, z—4senf en el punto 


2 

(n/2—1, 4, 2/3). 

3380. y? + 22 = 25, 22 -+ y? — 10 en el punto (1, 3, 4). 

3381. 222 + 3y? + 22 = 47, 22 + 2y? = z en el punto (—2, 1, 6). 

3382, x? + y? = zn z=y en el punto (zy Yo, zo 

3383. 23 4-2 = à, y --z = P en un punto cualquiera, 

3881. En la línea т {cos t, sen t, e*) hallar el. punto en el cual 
la tangente sea paralela al plano V 3z + y.— 4 = 0. " 

En Jos ejercicios 3385—3387 formar las ecuaciones del plano oscu- 
lador, la normal principal y binormal a las líneas dadas en los püntos 
indicados, 

3385. y1 =z, 22 = z en los puntos (1, f; 1). 

3386. z? = 2az, y? — 21 en un punto cualquiera. 

3387. y (e, e", tV 2) en el punto (e, et, y 2). 

3388. Mostrar quo las tangentes, Јах riofmales principales y bi- 


normales de la línea x fef cos £, e" sen ,غ‎ e*) forman ángulos còns- 
tantes con el eje Oz. 
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En los ejercicios 3389—3392 formar las ecuaciones de la recta 
tangente, el plano normal, la binormal, el plano osculador, la nor- 
mal principal y el plano rectificante a las líneas dadas en los puntos. 
indicados. E ‹ e 


3389. х=, y 
3390. 4° + yh 2 


—t, z= P en el punto (1, 0, 1). 
=3 Hy = 2 en el punto (1, 1, 1). 


3392. r (* — 12 — 5, 32 + 1, 2% —16) en el punto corres- 
pondiente al valor del parámetro ¢ = 2. 

3393. Mostrar que la línea r {2t + 3, 3t — 1, 1?) tiene en todos 
los puntos un mismo plano osculador. Interpretar este hecho desde 
el punto de vista geométrico. 

3394. Demostrar que la línea 


тайыс, aste bat са, ast e bat +c) 


es plana y formar la ecuación del plano en que se halla situada. 

3395. Hallar el radio de torsión de la línea a (cos t, sen t, ch t). 

3396. Hallar el radio de curvatura de la línea » (In cos t, In sen t, 
ҮЗ, 0<;4<Сл/2. Mostrar que la torsión en cualquier punto: 
suyo es igual a la curvatura en este punto. 

3397. Mostrar que para la línea = (e! cos t, el sen t, el) (véase 
el ejercicio 3388) la relación entre la curvatura y la torsión se man- 
tiene constante para todos los puntos de la curva. 

3398. ¿Cómo podría ser expresada la curvatura de la línea ala- 
beada dada por las ecuaciones y = Ф (z), 2 = їр (z)? 

3399. Expresar los vectores Tı, уз, f por medio de las deri- 
vadas del radio vector del punto en la curva т = (t). 

3400. Expresar cada uno de los vectores т,, Vj, В, por medio de 
los otros dos. 

3401. Hallar el vector o (s) (vector de Darboux) que satisfaga, 
las siguientes condiciones: 

Eo XTi =۵ хун Mob 


Longitud del arco de la línea alabeada 


En los ejercicios 3402—3409 hallar la longitud dol arco de las 
lineas que se indican. 

3402. т (2t, Int, 1} desde t = 1 hasta t = 10. 

3403. т {а созі, asent, а 1п соз?} desde el punto (a, 0, 0) hasta 


грашо (2Y2, Ê, 4109). 
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3404. (c cost, e sent, e) desde el punto (1, 0,1) hasta el 
punto correspondiente al parámetro 2. 

3405. 21— Зу, 2лу = 9: desde el punto (O, O, 0) hasta el punto 
43,3, 2 „ 

3406. --2az, 9у%= 1622, "desde -el punto (0,0,0) hasta el 
punto (22, 84/3, Эа). 

3407, 4az— (y +3), 4224-3у° = 322 desde el origen de coorde- 
nadas hasta ol punto (=, y, 2). 


3408, y =V Jar =z, z— aln 
nadas hasta el punto (z, y 


7 desde el origen do coorde- 


3409. = aaron FI фаш ШЕ 2. desde el origen de coorde- 


nadas hasta el punto E Aoi 213). 


Superficies 


En los ejorcicios 3410—3419 escribir las ecuaciones de los planos 
tangentes y las normales en los puntos indicados, para las super- 
licies dadas. 

3410. z = 222 — 4y? en el punto (2, 1, 4). 

3411. z= zy en el punto (1, 1, 

8412. zæ de en el. punto (a, a, —a). 
3413. z= FF yh — zy en el punto (3, 4, —7). 

3414. z=arctg ® en el punto (1,1,3). 

2 2 3 y: 3 
эй. 29049-1 en ol punto (Ê, БУЗ губ), 
3416. 2+y +2 --zyz— 6 —0 en el punto (4, 2, —1). 

3417. 3zt— 4у%с--®шу 4:10 on el punto (1, 1, 1). 
3448. (2 — 2%) zyz — y? = Sen el punto (1, 1, 2). 

3419. 14V2FEPFA=2+y+z en el punto (2, 3, 0). 

# Mostrar дие Ја ecuación -del plano tangoute al elipsoide 


т CUM 3 Et en cualquier punto suyo. Мо (za, yo, zo) tiene Ја 
siguiente forma: 
++ چک‎ 


3421. Trazar el кз tangente al elipsoide 2° $ 2y? + 2=1 
de tal modo que sea paralelo al plano ж — y + 2z = 0. 
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; 8422. Trazar el plano tangente al, elipsoide 27 F444 =1 de 
tal modo que corte segmentos de igual longitud en los semiejes. 
positivos. Р" 

3423. Mostrar -que las superficies z+ 2y — 2+4 =0 y 

a? — ху — 82 + 2 + 5 = 0 son tangentes, esto es, tienen un plano 
común tangente, en “êl punto-(2, —3, 1). 

78424, Demostrar que todos los planos tangentes a la superficie 


af (2) so cortan enun mismo punto 


3425. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la normal 
ala esfera + {t cos v, ш sen v, Y a — w} en el, punto Fo (2o, Jo, 20): 

3426. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la normal 
al paraboloide hiperbólico x {a (и + v), b (u — v), wv Jen un punto 
cualquiera (zy, Yor Zo}. 

27. Demostrar que las superficies 22 + y? + 2! = az y 2 + 
+ y? + 22 = by son ortogonales entre sí. 

3428. Mostrar que el plano tangente a la superficie zyz = a* 
en cualquier punto suyo. forma- un tetraedro (de volumen constante 
con los planos de coordenadas. Determinar este volumen. _ 

3429. Mostrar que los planos tangentes a la superficie Vz + 
+ Vy + V7 = Và cortan, en los ejes de coordenadas, segmentos 
cuya summ es igual a a. 

3430. Escribir la ecuación del plano tangente perpendicular а 
la recta ZÊ 432. 2—1 para la suporficio z= ty. 

3431. Mostrar que la longitud del segmento de la normal entre 
la superficie 2% + y® + 2° = y y el plano 20у es igual a la distancia 
que media entro el origen de coordenadas y la proyección de la nor- 
mal en este plano. 

3432. Domostrar que la normal a la superficie del elipsoide de 
revolución EFE + Lo 1 en cualquier punto suyo P (z, y, 2) 
forma ángulos iguales con las rectas PA y PB, si A (0, —4, 0) 
y B(0, 4, 0)., 

3433. Demostrar que todas las normales a la superficie de revo- 


lución 
:=HV zy) ; 


cortan el eje de revolución. 
3434, Trazar un plano tangente a la superficie 2%, — y? — 3: = 0 
de tal modo qué pase por el punto А (0, 0, —1) y que sea paralelo 


ala recta =й ==. 


z 


18—0176 
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3435. En la superficie 22 + у? + z — бу + 42 = 12 hallar 
los puntos en los cuales los planos tangentes sean paralelos a los 
planos coordenados. 

3436. Formar la ecuación del plano tangente a la superficie 
z=u+o y= u vî, z=u + vw" en un punto cualquiera, 
Exprosar los coeficientes de esta ecuación 

a) a través de los valores de los parámetros uo y Vo, 

b) a través de las coordenadas ту, yg, ze del punto de tangencia. 

3487. Hallar el lugar geométrico de las bases de las perpendicu- 
lares bajadas desde el origen de coordenadas a los planos tangentes 
al paraboloide de revolución 2pz = z* + y?. 

3438. Hallar el lugar geométrico de las bases de las perpendicu- 
lares bajadas desde el origen de coordenadas a los planos tangentes 
а la guporficie zyz == a. 


$ 4. Campo escalar. Gradiente. 
Derivada respecto a la dirección 


Gradiente 


3439. 1)  (z, y) = 21 — 2zy + Зу — 1. Hallar las proyecciones 
del gradiente en el punto (1, 2). 

2) и == 52% — zy? + y. Hallar las proyecciones del gradiente 
en un punto cualquiera. 

3440. 1) z = 22 + y. Hallar grad z en el punto (3, 2). 

2) 2—VA- 2 FR Hallar grad en el punto (2, 1). 

3) z = arctg $. Hallar gradz en el punto (zo, yo). 

3441. 1) Hallar la pondiente más pronunciada que caracteriza 
la superficie ascendiente 2 = In (z* -+ '4y?) en el punto (6, 4, In 100). 

2) Hallar la pendionte más pronunciada do la superficie = 
= z” en el punto (2, 2, 4). d 

3442. ¿Cuál es la dirección de là mayor váriación de la función 
qz, у, 1) == senz — у соз en el origen de coordenadas? 

3443. 1) z = aresen E; - Hallar el ángulo entre los gradientes 


de esta función en los puntos (1, 1). y (3, 4). 
2) Sean dadas las funciones z = Y 2 jê уз = = —3y + 
+ УЗту. Hallar el ángulo entre los gradientes de estas funciones 
en el punto. (3, 4). E i 
-3444, 1) Hallar el punto en el cual el gradiente de la fun- 


ción z=hi (++) зва igual a i j. j 
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2) Hallar los puntos en los cuales el módulo del gradiente dé la 


función z= (22 + y) sea igual a 2. » 
“3445. Demostrar: las siguientes relaciones (p y sp son funciones 
derivables, c es constante): 


grad (9-9) = grad o Ferad; grad (с-ф) ee grad g 
grad (cp) =e grad q; grad (quj) = 9 grad y +pgrad q; d 
grad (q^) = nq" grad p; grad (9 (9)) =g" (b) grad. ° 


8446. = =o (и, 0), ue (m y), v = C (z, y), Mostrar. que 
grad z= ® grad u $ LEgrado. 


3447. 1) u(z, y, з) zs, Hallar las proyecciones de grad u 
en el punto (zo, Yo, o). 
2) u(z, y, z) - V PFP4F2. Hallar grad u. 
3448. Mostrar que la función u = In (a? + y? + 2%) satisface 


la relación и = 2 In 2 — In (grad uy. 
3449. Demostrar que si z, y, z son funciones de t, se tiene 


d di 
de 1 sz) m grad f- r, 


donde r = zi + yj + zk. 
3450. Aplicar la relación demostrada en el ejercicio anterior 
para hallar el gradiente de 1а función: 


1) f=1%2) f-|rb3) I= Fl 91 (ar) (br); 5) 1= (abr); 


donde @ y b son vectores constantes. 


Derivada respecto a la dirección 


3451. 1) Hallar la derivada de la función z = z! — 32*y + 
+ 324? + 1 en el punto M (3, 1) en la dirección que va desde este 
punto hasta el punto (6, 5). 

2) Hallar la derivada de la función z — arctg zy en el punto 
(1, 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo coordenado. 

3) Hallar la derivada de la función z = 2542 — zy! — 3y — 1 
en el punto (2, 1) en la dirección que va desde éste al origen de coor- 
denadas. 

4) Hallar la derivada de la función z = ln (e* + e”) en el origen 
de coordenadas en la dirección del rayo que forma el ángulo ® con 
el ejo do abscisas. 


46* 
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3452. Hallar la derivada de la función z = ln (= + y) en el pun- 
to (1, 2) perteneciente a la parábola y? — 4z en la dirección de ésta. 


3453. Hallar la derivada de la función 2=arctgl en el punto 


( 1, y3 
P 
dirección de ésta. 

3454. Demostrar que la derivada de la función  =% en cual- 


quier punto de la elipse 222 + y? = 1 en la dirección de la normal 
hacia la elipse, es igual a cero. 

55. 1) Hallar la derivada de la función и == zy! + 2° — zyz 
en el anto M (1, 1, 2) en la dirección que forma ángulos de 60°, 
45^, 60”, respectivamente, con los ejes de coordenadas. 

2) Hallar la derivada de la función ш = туз en el punto 
A (5, 1, 2) en la dirección que va desde este punto al punto 
B (9, 4 14). 

3456. Hallar la derivada de la función u = z*y'z* en el punto 
A (1, —1, 3) en la dirección que va desde este punto al punto 
B (0, 1, 4). 


3457. Demostrar que la derivada do la función ue f+ 4 + 


). perteneciente a la cireunforencia z*--y*—2z—0, en la 


+ en cualquier punto M (z, y, z) en la direccion que va desde 


éste al origen de coordenadas, os igual a —“L, donde r= 


„үг 

3458. Demostrar que la derivada de la función и =, (z, Y, 2) 
en la dirección de su gradiente es igual al módulo de éste. 

3459. Hallar la derivada de la función 


uL, donde rie zi уай 


өп la dirección de зи gradiente, 


Capítulo XII 


Integrales múltiples 
e integración múltiple 


$ 1. Integrales dobles y triples 


3460. Una placa fina (se prescinde de su pen so halla on el 
plano 20у ocupando el dominio D. La densidad de la placa os fun- 
ción del punto y = y (P) = y (z, y). Hallar la masa de Ja placa. 

3461. Por la misma placa (véase el ejercicio anterior) está distri- 
buida la carga eléctrica do densidad superficial о = с (P) = о (=, y). 
Formar la expresión para la carga global de la placa. 

3462. La misma placa (véase el ejercicio 3460) gira alrededor 
dol eje Oz con la velocidad angular o. Formar la expresión para 
la energía cinética de la placa. 

3463. El calor específico de la placa (véase el ejercicio 3460) 
varía de acuerdo con la loy c = c (P) = c (z, y). Hallar la cantidad 
de calor que recibió la plaea al ser calentada desde la temperatura 
t, hasta tp. 

3464. El cuerpo ocupa un cierto dominio Q en el espacio. Su 
densidad es función del punto y = y (Р) = y (z. y, 2). Hallar 
la masa del cuerpo. 

3465. Por el mismo cuerpo (véase el ejercicio 3464) está distri- 
buida, de manera no homogénea, la carga eléctrica cuya densidad es 
función del punto ô = 8 (z, y, 2). Hallar la carga global del cuerpo. 


Evaluar las integrales en los ejercicios 3466—3476. 


3406 j j (24-0--10) да, donde D es el círculo 224-42 < 4. 
E 


3467. y (224-4124-9) do, donde D es el círculo 224-02 < 4. 


3468. | (=+y+1)d0, donde D es el rectángulo 0 < 2< 1, 
> 


0О<у<?. 
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3469, 5 (e+ay—a*—y2) do, donde D es el rectángulo 
Oc 0<y<Z 
3470. jf zy(z+y)do, donde D es el cuadrado 0 < z< 2, 
t 
0<y<2. 
3471. jj «+, donde D es el cuadrado 0< z «2, 
5 
0<уҳ2. 
3472, | { p 0-2) de, dondo D es el cuadrado 
y 
0<2<2 0<y<?2. 
зиз. | | (+ y?—42—4y+10) do, donde D es el dominio 


5 
acotado por la elipse ?+4y?—22—16y+13=0 (incluyendo la 
frontera). 


3474. енида, donde © es la esfera 224-124-212 < 
«m. 
3415. ү! (z-Fy--2)de, donde Q es el cubo zz 1, y 24, 
1>1,1<3, y<3,:<3. 
3476. | [f eere) do, donde Q es la esfera 224-024- 
ma 
$ 2. Integración múltiple 
"Integral doble. Dominio rectangular 


En 105 ejorcicios 3477—3484 calcular las integrales dobles tomadas 
sobre los dominios rectangulares deintegración D, dados por los da- 
tos indicados entre paréntesis. 


"gum. |) эйту  (0<T<L б<у<?). 


3478. | | esrrazdy Ese 0<y<0. 
E 
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3419. | dnd, Ocz«i 0<y<1) 
> 

3480. бк» (zi 0<y<1). 
Es 

зы. f me PIE ((<z<t, 0<y<1) 
Dat 


3482. emen (0<=<x, 0<у<) 

3488, | | зусч az dy («ze 0<y<2). 
d 

3484, | усов (a асу  (0<<P, 0<y<2). 
5 


Integral doble. Cualquier dominio 
En los ejercicios 3485—3497 hallar los límites do la integral 
iterada de segundo orden 8 f (=, y) dz dy siendoZdádos los domi- 


nios finitos de integración D. 
3485. Paralelogramo cuyos lados son 
2=3 z—5, 3т—9у+4=0, 3-2 +1=0. 
3486. Triángulo cuyos lados son т ك‎ 0, y = 0, z+ y = 2. 
3487. t + P & 4, 2 2-0, y 20. 
3488. 2+y<1, = у 1,7250. 
3489. у>, y < 4 — 2 


3490. HÊ «ci. 34A. (—2*- (y 3) < 4. 


3492. D está limitado por las parábolas у = z? o y = Vz, 

3493. Triángulo cuyos lados son y = z, y = 2z, z+ y = 6. 

3494. Paralelogramo cuyos lados son у =z, y = + + 3, y = 
Br Ur 2 

«y —22<0, 2y—z 2.0, zy <2. 

3496. y <8x, у< 2, у< 4z — 24 < 0. 

3497. D está limitado por la hipérbola y! — 2% = 1 y por la 
circunferencia т? 4 у? == 9 (se tiene en cuenta el dominio que con- 
tiene el origen de coordenadas). 

En los ejercicios 3498—3503 cambiar el orden de integración. 

1 4 VA 


€ 
3498. ju fre. y) dz. 349. faz | Ha yd. 
E) A s 
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кР Are 


3500. je j ау) бу. 3501. [P joe d. 
З Бе c Yi 
| 
3502. ja re ady. 350. јат 16, йй. 


3504. Cambiando el orden de ntegración escribir la expresión 
dada en forma de una integrel iterada de segundo orden: 


DI ИШ a+ | 1 f йв 


а 
i" 

2 jeje "mp | fe, Davi 
{ ES m 
i 


a fal fedus | tenan 
E 


3505. Representar la integral doblof | f(x, y) dz dy, donde 
D son los dominios indicados en las figs. 62, 63, 64, 65, en forma de 


Y 
ey — (0 


Fig. 63 
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la suma de las integrales iteradas de segundo orden (соп el menor 
número posible de sumandos)..Las figuras de las ilustraciónes 64 
у 65 representan rectas y arcos de circunierencias; 
En los ejercicios 3506—3512 calcular las integrales dadas, 
2 зщ 


W dm & am 5 
3506. 1) | az | ay; » ja] zan a fa | ее. 
ME $ [ 
3507. $ zy dzdy, D es el círculo LEY <P. 


3508. i) (а-у) dz dy, Р ев un dominio acotado por las pará- 


bolas уа o ур. 
3509. j j = dz dy, D es un dominio acotado por las rectas z= 2, 


y 
y=x y la hipérbola zy—1. 


3510. | | cos(=+y)dzdy, D es un dominio acotado por las 


D 
rectas z 0, y=x 0 yz. 


зын. | f УТ=х#—#асду, D es la cuarta parto [del círculo 


D 
2%4 y? < 1 que se halla en el primer cuadrante, 


3512. aty Y 1—2-—y dz dy, D es un dominio acotado por 
р 


la linea а®--у#=1 y los ejes de coordenadas. 


3513. Hallar el valor medio de la función 2 = 12 — 2r — 3y 
en el dominio acotado por las rectas 12 — 2z — 3y = 0, z = 0, 


у= 0, 

3514. Hallar el valor medio de la función z = 2z + y en el 
triángulo limitado por los ejes de coordenadas y la recta z + y = 3, 

3515. Hallar el valor medio de la función z == z + бу en el 
triángulo limitado por las rectas y = 2, y = 5z y z = 1. 

3516. Hallar el valor medio de la función z = Y R€ — 25 — yê 
en el círculo 22 + p? « Rt. 


Integral triple 
En los ejercicios 3517—3524 calcular las integrales. 


3517. f az] ay j ae 3518. jaa ferina. 
$ 9» 3 зз 1 
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E g LE 
3519. jeje] 3520. f # |4 | гч. 
? 
ent ul yr 1 ) P 
2—60) 
м, { | 9 | ي‎ 


3522. etti 2 es fun dominio limitado por los 
planos 2=0, y=0, 2—0, z--y 2-1. 

3523. | | | zydzdyds, Q es un dominio limitado рог el para- 
boloide^hiperbólico z= 4y y los planos 2+y=1 y 2=0 ( > 0). 

3524. gl усов (z--z)dzdyds, Q es un dominio limitado por 


el cilindro y —/z y los planos y=0, 2=0 y z4-z- 5/2. 


$ 3. Integrales en los sistemas 
de coordenadas polares, 
cilíndricas y esféricas 
Integral doble 
Ln los ejercicios 3525—3531 pasar a las coordenadas polares 
p y p(z = p cos p, y = psen q) en la integral doble {г y) dz dy 


y apuntar los límites de integración. 

3525. D es el círculo: 4) z* + у" < АЗ; 2) z* + y! < az; 3) 22 + 
+ "ر‎ > by. م‎ di 

3526. D es un dominio limitado por las circunfereneia z* + 
+ y? =4x, 224 y? = 8л y las rectas y =z; ў = 2227 £5 

3527. D es el dominio que es la parte común de: dos círculos 
aid oye az, + y? < by. 

3528. D es un dominio limitado por las rectas. 

у=, у=0 y 2=1L 


3529. D es el menor de los segmentos en que es cortado èl círeu- 
lo 22 + y2<4 por la recta z + y = 2. : 

3530. D es la parte interior del lazo détecho de la lemniscata 
de Bernoulli (2° + 1)? = a? (22 — y). 
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3531. D es un dominio definido por las desigualdades 2 > 0, 
y 2.0, (28 + у) азау, 

En los ejercicios 3532—3535 transformar las integrales dobles 
a las coordenadas polares. 


„н VETA зв. VISA 
858%, | ш f fe. 3538.. ја | е а) dz. 
| аз) ay. 

dz 


3585. | ptas f ga 


a 
En los ejercicios 3536—3540 calcular las integrales dobles pasan- 
do a las coordenadas polares. 
в УНЫ 


3586. je | mare ay. 
Y 


3587. $ [y ZE асау, donde el dominio D viene doter 
y 
minado por las desigualdades 224-0 < 1, z > 0, y>0. 
3538. I) (h—2z—3y)dzdy, donde D es el círculo -+y < 
«nm 
3589. | | Y ZZi ds dy, donde D es el circulo 3-4? < 
Б 


«Аа. 
3540. j j arctg Édzdy, donde D es una parte del círeulo 
y 


#47 > 1, ج‎ >9, 27 < 
vs 


3541. Partiendo de razonamientos geométricos mostrar que si 
las coordenadas cartesianas se transforman de acuerdo con las fór- 
mulas æ == ар cos q, y = bp sen q (a y b son constantes), el ele- 
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mento de área será el siguiente: 


do = abp dp dq. 


En los ejercicios 3542—3544 transformar las integrales dobles 
aplicando el resultado del ejercicio anterior y seleccionando a y b 
de manera conveniente. 


3542, } j /(z, y)dzdy, donde el dominio D está limitado por 
А 


la elipso 2-5. 1. 
3543. | | f(z, y)dzdy, donde el dominio D está limitado por 
Ly Ў 


la línea (2*4-5-] = ay. 


3544. U 1 (/ 4-5-L,) dedy, donde D es una parto del 


anillo elíptico limitada por las elipses + f =1, datdr-i 
y situada en el primer cuadrante. 
3545. Calcular la integral ПЕТ Л donde D es un domi- 
D 


nio limitado por la elipse +4 =1 y situado en el primor 
Cuadrante. 
3546. Calcular la integral (| Vzydzdy, donde D es un do- 
D 


minio limitado por la línea (HA y situado on el 


primer cuadrante. j 
+ 


Integral triple 
En los “ejercicios 3547— 3551 pasar a las coordenadas cilíndri 
саз р, Q, 2(2=рсоѕф, y=p sen p, z—2) o а las coordenadas esfé- 
ricasp,0, p(z=pcospsen Ө, y —p.sen psenO, z=pcos6) en la in- 
tegral. triple gi f(z, y, 2) dz dydz e indicar los límites de inte- 


gración. 
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3547..0'es un dominio que se.halla situado ей el primer oo- 
tanto y limitado por el cilindro FR y, los planos ¿=0, 
2-4, gum y= i 

3548. Q'es un dominio limitado por el NM at byte 2s, el 

y el paraboloide z= zy 
2 es una parto de la esfera 2*-j zc" situada on 
ku xu la esfera 22 P situada di 
. Q es uña parte de. lera z+ 024-22 R? situa len~ 
v etiaro (SEEPI arpa кә d 
1. Q es-la parte común de dos esferas 


афиф y SERES 


En los ejercicios 3552—3558 calcular las integrales pasando a las 
coordenadas cilíndricas o a las esféricas. 
4 Ут a 


3552. js $ dy | as. 


plano 
35. 


-yra 0 
2 VEA. 

3553. jar | dy aya. 
$$ d 
п VEZ VEZ 

3554. je И dy j (у) 
E унта D 


3555. ja. "E dy “ C VEFFE 
д 


0 
3556. i (22-18) de dy de, donde el dominio Q viene deter- 
а 


minado por las desigualdades 222.0, r'ecz?-- y? H< R 


de dy dz 
3557. M m , donde Q es la esfera 224-02 


dz dy de РА 
3558. 1 үшүр donde Q es el cilindro ас 


gi, —1<:1<1. 
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$ 4. Aplicaciones de integrales 
dobles y triples 


Volumen del cuerpo. 1 


En los ejercicios 3559—3596 hallar los volümenes de los cuerpos 
limitados por las superficies que se indican, aplicando la integración 
doble (los parámetros que se indican en los ejercicios se consideran, 
positivos). к 

3559. Por los planos de coordenadas, los planos 2 — 4 e y = 4 
y el paraboloide. de revolución z = z* + у? + 1. 

. Por los planos de coordenadas, los planos = = a, y = b, 


y el paraboloido elíptico z = + $- 


3561. Por el plano 2 + # + 2 = 1 у los planos coordenados 


(pirámide). 
3562. Por los planos y = 0, 2 = 0, 32 + y = 6, 3z + 2y = 12 


у2+у +2 = 6. 

3563. Por el paraboloide de revolución z = 22 + y*, los planos 
coordenados y el plano z + у = 1. 

3564. Por el paraboloide de revolución z = 2* + y? y los planos 
2=0y=1,y=?%,y=8-2. 

3565. que los cilindros y = Vz, y —2 Vz, y los planos z = 0, 
= 42-6. 

3566. Por los planos coordenados, el plano 2z 4- 3y — 12 — 0 
y el cilindro 2 = 1/9. 

3567. Por el cilindro z — 9 — y?, los planos coordenados y el 
plano 3z + 4y = 12 (y > 0). 

3568. Por el cilindro 2 = 4 — 2*, los planos coordenados y el 
plano 2z + y = 4 (2 > 0). 


3569* Por el cilindro 2y?— х, los planos Ait! у= 


=0. 
3570. Рог el cilindro circular de radio-r cuyo-eje es el de ordo- 
nadas, por los planos coordenados y por el plano 2 + £ = 1. 
3571. Por el cilindro elíptico $ + у = 1, los planos z= 
-42—8:—Ay ys. к 4 
3572. Por los cilindros 2° 4 yt = А? y 2% 4 22 = RP. 
3578. Por los cilindros z = 4 — j^, у = 5 у,61 plano 2 = 0. 
3574. Por los cilindros 2? + y? = R°, z= 5 y el plano z = 0 
(229). 
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3575. Por el párábcloide. hiperbólico z = 28 — y? y Tos planos 
2-0 == 

3576: Por el paraboloide hiperbólico z = zy, el cilindro угут 
y los plahos z -F y = 2, y = Ô y 2 = 0. 

3577. Por el paraboloide 4 = 22 4- y?, el cilindro у = z* y los 
planos у= 1 y z = 0. 


3578. Por ol cilindro elíptico + =1 y los planos y= 
=, y=0 у 2=0 (250). 

3579, Por el paraboloide z= 

3580. Por los cilindros y = &*, z = e~", 2 = e — y? y el plano 


EÊ y el plano 2=0. 


2=0, 
3581. Por los cilindros y = ln z, у = ln? т y los|planos z = 0 
у= 1. 
Уд», Por los cilindros z = In y з = Ìn y y los planos z = 0 
уху = 2е (rz1) 
3583. Por los cilindros у = z + sen z, yz —senz у 2= 
= EHB (cilindro parabólico cuyas generatrices son paralelas a la 
recta а — y = 0, z = 0) y el plano z = 00 < z < m, y 2-0). 
3584. Por la superficie cónica 2* = zy (véase la fig. 00), el 
cilindro Vz + Vy —4 y el plano z = 0. 


Fig. 66 Fig. 67 


" 3585. Por la superficie cónica 4y? = (2 — 2) (cono parabólico, 
véase la fig. 67) y los planos z = 0 y z +2 = 2. 
. Por la superficie z= cos z-cos y y los planos = = 0, 
y=0,2=0y+y=x/2 
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3587. Por el cilindro z? + y* = 4, los planos 2 == 0 y z= 
=z + y + 10. 
Eu Por i el cilindro 22 + p? = 2z, los planos 22 — z = 0 
у 4х2 —2= 
3589. Por el cilindro z? + y® = RF, el paraboloide Rz = 2R* + 
+a + y? y el plano z = 0. 4 
3590. Por el cilindro z* + y? = 2az, el paraboloide z = ZE 
ye 1 pleno 220. 
3591. Por la esfera 22 + y? + 2% = a? y el cilindro z* -+ = 
= ат. (Probloma de Viviani). 
3592. Por el paraboloide hiperbólico z =*?, el cilindro z* + 
+ y = az y el трада ex ie e y 2.0). 
3593. Por los cilindros a + y? =z y 22 + y^ = 2z, el para- 
boloide z == 22 + ya y los planos z + y = 0, zy =0 y z = 0, 
3594. Por los cilindros 22 + y? = 2r, 22 4 y? = 2y y por los 
planos 2 = z -+ 2y y z 
3595. Por la superfici та 2 = зуу ol cilindro (2? + y)! = 
= 22у (22.0, y 20, 22-0). 
3596. Por el helicoide («escalera de caracol») z= h arctg , 
el cilindro 2* + y? = А? y los planos z = 0, z = 0 (z > 0, y > 0). 


Area de la figura plana 
En los ejercicios 3597—3608 hallar las áreas de los dominios 
que se indican efectuando la integración doble. 
3507, Del dominio limitado por las rectas z = 0, y = 0, z + 
+ 


soon! "Del dominio limitado por las rectas y = z, y = 5z, z = 1. 
3599. Del dominio limitado por la elipso J + 4 = fe 


3600. Del dominio comprendido entre la parábola yz y 


la recta j= ze. 


|8601. Del dominio limitado por las parábolas у = vz y= 
=2Vz, y la recta z = 4. , 

2*. Del dominio limitado por 1а. Кпеа (2% + y)? = 2az, 
3603. Del dominio limitado por la línea (2% + jj) = z* + yt 
3604. Dol dominio limitado por la'Jínea (z* + y)! = 2a*(2* — 

— y”) (lemniscata de Bernoulli). р 
. Del dominio-limitado por la línea 2? 4- y? = 22у situada 
en el primer cuadrante (lazo). 
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3606; Del dominio: limitado рог la’ línea (т + y)? = zy situada 
en el primer cuadrante (lazo). 
n „ Del dominio limitado por la línea (= + y) = 270% situada 
eel primer cuadrante (lazo). 
3608*. Del dominio limitado por la línea 


ону оуд. 


Volumen del cuerpo. 11 


En los ejercicios 3609—3625 calcular los volúmenes de los cuerpos 
limitados por las superficies dadas efectuando la integración triple 
(los parámetros que зе indican en los ejercicios se consideran positivos). 

3609, Por los cilindros 5 =4 —y* y 2=y9+2 y por los 
planos z = —1 y z = 2. 

"8610. Por los paraboloides z = 22 + y? y z = 2? + 2y* y los 
planos у = z, y = 22 y z = 1. 

3611. Por los paraboloides z= +y y ice 2a 4 200, ol 
cilindro y = z? y el plano y = z. 

3612. Por los cilindros 2 = In (z ¥ 2) y z = In (6 — a). y los 
planos z = 0, z +y =2 у= у= 2. 

3613*. Por el paraboloide (= — 1)* + y z y el plano 2z + 2 2. 

3614*. Por el paraboloide z = z^ + у у 61 plano z = z + y. 

Я ge. Рог. la esfera 22 + jf + 21 = 4 y el páraboloide 2? + 
+й = 3. 

8616. Por la osfera 22 + j* + 22 = А? у el paraboloide z* + 
+y = R (R 2) (2 > 0) 

7,8617, Por el paraboloide z = 12 +® y el cono 2 zy. —. 
. "9618. Por la esfera z? + y? + z* = 4R: —3R* у е1 сопо 2è = 
Ei (22 + y?) (se tiene en cuenta la parte de la esfera situada dentro 

cono). 

, 8619*. (224-42-23) =ar., 73620. (++ Ë) = алі. 

362. (PHHP maz.. 8622. (HPHP) e Жет. 

"18628. (л 4 уз - 22) = аз (at + 

3624. (22 + y’)? + 2 = a'z. 
3625. à - jp po 16, 2 = yr 
=0, y = 0, z= 0 (272.0; y>0, 220 ' 


Area de la superficie 


3626. Calcular la parte del plano 6z + Зу + 2: = 12 que está 
situada en el prim tante. 

3627. Calcular. el área'de la parte de la superficie 22 = 2zy la 
cual se halla por encima del rectángulo situado en el plano z = 0 
y limitado por Jas-tegtas z = 0, y ="0 g = 3, y = 6 


170176 
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3628. Hallar el área de la parte del cono z* = z* + y situada 
por encima del plano Огу y recortada por el plano z = VË (2-4): 

En los ejercicios 3629—3639 hallar las áreas de las partes indi- 
cadas de las superficies dadas. А 

3629. Do la parte 22 = 22 + y? recortada por el cilindro 22 = 2py. 

8880. Dela parte y? + 22 = 22 situada“dentro del cilindro;z* + 

3631. De la раме y? + 2* = a? recortada por el cilindro a? — 
— y! = а? y los planos y = by y = —b. 

3632. De la parte z° = 4z recortada por el cilindro y? = 4z 
y él plano т = 4. 

22 9633. Do la parte z = zy recortada por el cilindro z* + y? = А?, 

RH. De la parte 22 = 2? + y? recortada por el cilindro z? + 
Tto ds 

3635. De la parte z? + y? + z? = a? recortada por el cilindro 
aî + y? = R° (А < a). 

n m. ЗЫ la parte z? + y? + 2° = R? recortada рог el cilindro 
+y Rz. 

3637. De la parte z* + y? + z* = R? recortada, por la superficie 
(A p) == А? (2 — 0). - 

3638. Do la parte 2 = E, recortada por las suporficios 
aj poi == 1, 23 + y? = 4 que está situada en el primer octante. 

3639. De la parte (z cos a + y sen а)? + z^ = а? situada en el 
primer octante (a < л/2). 

3640*. Calcular el área de la superficio terrestre (considerándola 
esférica y siendo su radio A ^¢ 6400 lm) comprendida entre, los 
meridianos q == 30°, ф = 60° y los paralelos 0 = 45° y 0 = 60° 

3641. Calcular el áréa total de la superficie del cuerpo limitado 

or i esfera a°- y? + 22 — 3a? y ol paraboloide z* + y? — 2а: 
z > 0). : Р 

3642; Los ejes de dos cilindros iguales, de radio А, sı 
formando-el ángulo recto. Hallar el área de la parte de la superi 
de uno de los dos cilindros, Ја cual-se halla-dentro del otro cilindro. 


Momentos y centro de gravedad 


En los ejercicios 3643—3646 hallar. los momentos estáticos de 
las figuras planas homogéneas aplicando la integración doble (la 
densidad y = 1). 

3643. ba rectángulo de lados a y-b; respecto: al lado а, 

3644. Del-semiéírculo respecto “al “diámetro. 

3645. Del: círculo respecto auna tangente. 

3646. Del hexágono regular respecto. a-sú*lado. 
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3647.. Demostrar que el momento estático del triángulo de base 
a, respecto a esta base depende sólo de la altura del mismo. 


En:los ejerciciós 3648—3652. hallar los centros de gravedad. de 
las figuras planas homogéneas efectuando la integración doble. 

.. 9648. Реа figura limitada por la mitad superior de la elipse 
la cual se apoya en el mayor. 

3649. De la figura limitada por la sinusoide y = зеп т, el 'oje 
Ох y là recta т e л/4. 

0. Del sector circular correspondiente al ángulo central œ 
(el radio del círculo es igual а. А). 

3651. Del segmento circular correspondiente al ángulo central 
a (el radio del círculo es igual а А). 

* 3652. De la figura limitada por la línea.cerrada у? = z! — zt 
(z >0). 

E los ejercicios 3653—3659 hallar los momentos de inercia de 
las figuras planas homogéneas (la densidad y = 1). 

3653. Del círculo de radio Л, con respecto a su tangente. 

3654. Del cuadrado, de-lado a, con respecto a su vértice. 

3655. De la elipse con respecto a su centro, 

., 3656. Del rectángulo, de lados a y b, con respecto al punto dé 
intorsección de las diagonales. 

3657. Del triángulo isósceles, de base a y la altura Л, con respecto 
a su vértico. 

3658. Del círculo de radio R con respecto al punto situado sobre 
su circunferencia. 

3659. Del segmento de la parábola cuya cuerda es perpendicular 
al eje, con respecto al vértice de la parábola (la longitud de la cuerda 
es igual a a, la flecha, »). 

3660. Demostrar que el momento- de inercia del anillo circular, 
con respecto al centro, es dos veces mayor que el momento do inercia 
con respecto a cualquier eje:qué pasa por el centro del anillo y se 
halla situado en su plano. ' 
5' 8661. Démostrar que là suma de los momentos de inércia de la 
figura plana F?:con respecto a cualquier par de ejes perpendiculares 
«entre sí, que se hallan situados en el mismo plano que la figura y quà 
pasan por un punto inmóvil O, es una magnitud constante. 

3662*. Demostrar que el momento de inercia de la figura plana, 
con.respecto;azunneje. es igual a Ma? + Te, donde M es la masa dis- 
tribuida por la süperfície, d es:la distancia que media entre el ејб 
y:el centro de gtavedad de.la figura; J, es-el momento de'inercia con 
respecto al eje que'es- paralelo, al eje dado y que pasa por el centro 
de gravedad de la figura (teorema de Steiner). 
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En los ejerciciós 3663—3665 hallar los momentos estáticos de 
los cuerpos homogéneos (la densidad y = 1). 

3663. Del paralelepípedo recto, de aristas a, b y c, con respecto 
A Sus caras. 

3664. Del cono circular recto (el radio de la base es R, la altu- 
za H) con respecto al plano que pasa por el vértice siendo parálelo 
a la base. 


3665, Del cuerpo limitado por el elipsoide ++ Spe 1, y 
el plano Ozy con respecto a este inismo, 


En los ejercicios 3666—3672 hallar los centros de gravedad de los 
cuerpos homogéneos limitados qe los planos dados. “` 

9666. Por los planos z=0, у = 0, 2—0, z =2, у= 4 y 
2 + y +2=8 (paralelepipedo truncado). 

3667. Por el olipsoido +4 4+%=4 y los planos coordena- 
dos (se tiene en cuenta el cuerpo situado en el primer octante). 

3668. Por el cilindro 2 = 5 y los planosz = 0, y = 0, 2 = 0 
y 22+ 3y — 12 = 0. А ы 

3669, Por los cilindros у = V7, у = 2 Vz y los planos z = 0 
yzti-ó M 

3070. Por el paraboloide = = "XP y la esfera at + y! + 
+2 = 3a (22:0) 

3671. Por la esfera z? + y? + z* = Н? y el cono 2 ща = 


= V zi yi (sector esférico). 
"773672. (29 + yl - ry = e. 


En los өјегсісіоз 3673—3674 hallar los centros de gravedad dé.las 
superficies homogéneas. 

3673. Do la parte de la esfera situada én-el primer octante. 

3674. De Ја parte del paraboloide 2? + у? = 2 recortada por 
el plano 2 == 1, d 


En los ejercióios 3675— 3680 hallar los momentoscdo inerciá- de 
los cuerpos homogéneos cuya masa es-igual a M. 

3675. Del paralelepípedo “recto, de aristas.a,.b, y c, com res- 
pectora, cada una de las mismas. y: соп respecto al centro “de:gra- 
vedad. 

3676. De la esfera con respecto a una tangente recta, 
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, 9877. Del elipsoidé $E E=1 con | apa а cada uno - 


i sus tres ejes. * 

- 3678. Del cilindro көк recto (el radio de la base ез R, la 
altura, Н), con respecto al diánietro de la base y con respecto al 
diámietto de su sección media. 


;ı '3679. De la esfera vacía.cuyo radio exterior e$ igual aR y ol 
irse т, con respecto al diámetro. 

. Del paraboloide de revolución (de radio de la base А 
y de МЕ Н), соп respecto al eje que pasa рог su centro de gra- 
vedad yes perpendicular al eje-de revolución (momento ecuatorial). 


Bh los ¡ejercicios 36817-3083 calcular los moméntos. de inercia 
de las partes indicadas de las superficies homogéneas (là masa de 
Cada parte es igual a M). 

3681. De la superficie lateral dol. cilindro (de radio de la basè 
R y la altura H), con respecto al eje que pasa por su centro de grave- 
dad y.es, perpendicular al eje del cilindro. 

3682. De la parte del paraboloide 22 -+ y? = 22 recortada por 
el plano = == с, con respecto al eje Oz. 

3683: De la superficie lateral del cono truncado (los radios de 
là baso son iguales a А y г, la altura Н), con respecto a su eje. 


Diversos problemas 


3684. Hallar la, masa de una lámina cuadrada, de lado 2a, si 
la densidad del material de la misma es proporcional al cuadrado 
de distancia а partir del punto de intersección de las diagonales 
y en las esquinas del cuadrado es igual a 1. 

3685. Un anillo plano está límitado por dos circunferencias 
concéntricas cuyos radio son de R y г (А > г). Tomando en con- 
sideración que la densidad del material es inversamente proporcional 
a la distancia desde el centro de las circunferencias, hallar la masa 
del.anillo..La densidad sobre.la circunferencia del círculo interior 
es igual a 1. 

3686. Una figura, limitada por una elipse de semiejes a y b, 
lieva.distribuida sobre sí. una masa de tal modo que su densidad 
es proporcional а la distancia desde el eje mayor, siendo igual a y a 
la unidad de distancia del mismo eje. Hallar toda la masa. 

3687. El cuerpo está limitado por dos superficies esféricas con- 
céntricas cuyos radios son iguales a r y R (А >). Teniendo ön 
cuenta que la densidad del material es inversamente proporcional a la 
distancia desde el centro de las esferas y que a la distancia igual 
a la unidad, la densidad es igual а 7, ћаПаг toda la masa del cuerpo. 
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. 8088. Calcular la masa del cuerpo limitado por.un cilindro cir- 
cular recto de radio R y de altura H si su densidad en cualquier 
punto es numéricamente igual al cuadrado de distancia que-media 
entre este mismo punto y el centro de la base del cilindro. 

3689*. Calcular la masa del cuerpo limitado por un cono. cir- 
cular cuya altura es igual a /; y el ángulo formado entre el eje y la 
generatriz-es igual a æ. Se debe tener en cuenta, que la densidad es 
proporcional al n-ésimo grado de distancia desde el plano, trazado 
por el vértice del. cono paralelamente a la base siendo igual a y, 
а la distancia igual a la unidad (n > 0). 

. 8090. Hallar la masa йе Ја esfera de radio R teniendo en cuenta 
que la densidad es proporcional al enbo de distancia desde el centro 
e igual a y, a la distancia igual a la unidad. 

3691. Hallar la masa del cuerpo limitado. por el paraboloide 

ät 4 y? = 2а y la esfera 22 + y? + 22 = За? (z > 0), si la densidad 
ا‎ punto es igual a la suma de los cuadrados de coorde- 
nadas, 
. ,8692*. La densidad de la esfera z? + y? + z* < 2Rz on cual- 
quier punto suyo numéricamente es igual al cuadrado de distancia 
que media entre este punto y el origen de coordenadas, Hallar las 
coordenadas del centro de gravedad de la esfera. 

3693*. Hallar el momento estático de la parte común de las 
esferas z? + y! -E 2% < R? y 22 + y? + 22 < 2Rz respecto al plano 
Озу. La densidad en cualquier punto del cuerpo numéricamente es 
igual a la distancia que media entre este punto y el plano 


Y. Р 
3694*. Demostrar que el momento de inercia de un cuerpo соп 
respecto a cualquier eje es igual a Md + Te, donde M es la masa 
del cuerpo, d, la distancia desde el eje hasta el centro de gravedad 
del cuepro, e Te esel momento de inercia con respecto al eje que es 
aralelo al eje dado y que pasa por el centro de gravedad del cuerpo 
teorema de Steiner; compárese con el ejercicio 3662). 


Resolver los problemas de los ejercicios 3695-3698 basándose 
en la ley de gravitación universal de Newton (véase la indicación, 
ante el ejercicio 2670). s a 

3695. Sea dada una esfera homogénea de radio R y de densidad y. 
Calcular la fuerza con la cual atrae él puñto material de la masa m. 
que se encuentra a la distancia igual а а (a >-R) de su centro; Mos- 
trar que la fuerza de interacción es tal cual зі toda la masa de la esfe- 
та estuviese concentrada en su centro. + A 

3696*. Demostrar que la fuerza de interacción newtoniana entre 
dos esferas homogéneas es tal cual si las masas de las esferas: estu- 
wiesen concentradas en sus centros. 
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3697. Sea dada la esfera maciza heterogénea z? + у? + 2° < R? 
¿uya densidad varía de acuérdo con la ley y = Az*. Calcular la fuerza 
con la cual atrae el puhtoiinaterial de masa т, $i éste se halla en el 
eje z, a la distancia igual.a:2R del centro de la esfera. 

3698. Sea dado un cuerpo homogéneo limitado: por dos esferas 
concéntricas (capa esférica). Demostrar que: la atracción que ejerce 
esta capa sobre un punto situado dentro de la cavidad del cuerpo, 
es igual a cero. 


Se llama el centro de presión al punto de aplicación de la-resul- 
tanto de todas las fuerzas de presión sobre la figura plana dada 
(todas las fuerzas de presión son perpendiculares al plano de la fi- 
gura). Determinando las coordenadas del centro de presión'se parte 
del concepto de que el momento estático de la resultante (es dein 
de la presión sobre toda la superficie) respecto a cualquier eje ез 
igual a la suma de los momentos estáticos de cada fuerza por sepa- 
rado respecto al mismo eje. Partiendo de todo lo sobredicho resolver 
los problemas de los ejercicios 3699—3701. 

3699. Hallar el centro de presión del rectángulo de lados.a y b 
(a > b) cuyo lado mayor se halla situado a lo largo de la superficie 
libre del líquido, y el plano del rectángulo es perpendicular a esta 
superficie. 

Mostrar que la posición del'centro de presión, respecto al rectán- 
gulo, no sufrirá ningún cambio si el plano del rectángulo está incli- 
nado hacia la superficie del líquido formando el ángulo œ (u = 0). 
¿Cómo cambiarían los resultados anteriores зі el lado mayor a estu- 
viese situado no en la superficie del líquido sino a la profundidad A 
(siguiendo paralelo a la superficie)? 

3700. Un triángulo de altura Л зе halla situado en el plano incli- 
nado hacia la superficie libre-del líquido formando el ángulo a. 
¿A qué profundidad se halla el centro de presión de este triángulo sí: 

a) la base del triángulo está en la superficie del líquido; 

» el vértice está en la superficie y la base es paralela a ésta? 

01. Hallar el: centro de presión de la figura limitada por una 

elipse'de semiejes a y b (a > b), sk el eje mayor es perpendicular a la 
a del líquido y el extremo superior del mismo eje se encuentra 
ala distancia h де Ја superficie; 
‚ 8102*. Demostrar que la presión del líquido sobre una superficie 
plana sumergida libremente al agua es igual al peso de la columna 
cilíndrica de este líquido situado encima de la superficie si ésta 
E ынк horizontalmente a la profundidad de su centro. de gra- 
vedad. 
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$ 5. Integrales impropias 
Integrales dependientes del 
parámetro 

Integrales impropias dobles y triples 


En los ejercicios 3703—3711 calcular las integrales impropias 
о probar su divergencia. 


? dz di ее dz di 
amos. | f ебе ж. | у—=—: 
MIN T9 Te 24 ya) 
3705. la Sy 3706. j j e-Esi- Iul dz dy. 
A EA 
IE 3708. ji ced 


y 
3709*. j є-®а+їху cos e+) dz dy. 
0 


i 
3707. j 
| 
Гај endy, Sure È dz bem ds. 
% 
En los ejercicios 3712—3715 ИЕЫ cuáles de las integrales 


impropias tomadas a lo largo del círeulo de radio R con el centro 
en el origen de coordenadas, son convergentes. 


этә. [ [1/HFFazdy. зиз, MA 
E بد‎ 


1 sen (at 62) j сойи) 
3714. |] кето 3005, [ти е a 
3716. ¿Podría ser seleccionado el nómero'm de tal modo que 


la integral impropia ffri extendida por todo el plano 
sea convergente? 


En- los. ejercicios 3717 — 3719 calcular las integrales impropias: 


3710*. 


de dy da СР гуагдуа 
3717. j | | 3718. | | | ааз me 
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| е-и dz dy da. 

En los ejercicios 3720—3722 esclarecer si son convergentes las 
integrales impropias tomadas sobre la esfera © de radio А con el 
centro en el origen de coordenadas, 


Е е 


3721. 55 LITE dz dy dz. 


E 
3722. ИЙ er pag de dy ds. 
3723, Calcular la integral | [jm * $y + 2) de dy dz, 


E 
donde el dominio О es una esfera de radio R con el centro en el ori- 
gen, de coordenadas. 

3724*. Calcular el volumen del sólido limitado por la superficie 
= == (х9 + y?) etH y el plano 2 = 0. 

3725. Caleular el volumen del sólido limitado por la superficie 
z «з giyfe7 1v y el plano z = 0. 

3726. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano 2 = 0 
y рог una parte de la superficie z == ze“*'+49 situada por encima 
de este plano. 

3727. Sea dado un sólido homogéneo limitado por un cilindro 
circular recto (cuyo radio de base es R, la altura, H, y la densidad, y). 
Hallar la fuerza que obra sobre el punto de masa m situado en el 
centro de la base del cilindro. 

3728. Sea dado un sólido homogéneo limitado por un cono 
circular recto (cuyo radio de base es R, la altura, H, y la densidad, y). 
Calcular la fuerza con que este sólido atrae el punto de masa m. 
situado en el vértice del cono. : 

3729. Sen dada una esfera maciza heterogénea de radio А cuya 
densidad y y la distancia desde el centro r están unidas por la rela- 
ción y = a — br (a > 0, b>0). 

a) Hallar las constantes a y 5 si es sabido que la densidad media 
de la esfera es Ym, y la densidad sobre la superficie de la esfera es o. 

b)-Calcular la fuerza de atracción ejercida por la esfera sobre 
el punto de masa m situado sobre la superficie de la esfera. 
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Integrales dependientes del parámetro. 
Regla de Leibniz 


Br Hallar el jdominio de definición de la función (= 


-jz 


3731. Hallar la curvatura de la línea y= j 2292 de on el punto 


cuya abscisa es 2=1. 
3732, Valiéndose de la igualdad [rta (14-ab), obte- 
ner la siguiente fórmula derivando respecto al parámetro; 
b 


zdz 1 b 
j жшк eue) рае 
3733, Partiendo de la igualdad Р calcular 
H dz 

la integral j wi 

3794. Partiondo de la igualdad | ©су =3 calcular la integ- 

$ 

ral j GE (n es ип entero positivo). 

3735. Calcular el valor de la tegel f garg dz (n ез un 
entero positivo) para a>0, después de haber hallado | e***dz." 


3736*. Partiendo де la igualdad (véasé el ejercicio. 2318) 


E а 


7 
[3 x idr G 
¡a A hallar j [I III 
En los ejercicios 3737—3749 calcular las “integrales derivando 
respecto al parámetro. 
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3787. | E dra 1) 3788. dz (a2 —1). 
9 
n А 
arcigar Jn (iat) 
3739. ETES dis 3740. j A dz (<1). 
$ i 
зли. (ожа dz. 3742. | PGE de (ect). 
o i 
к 
Ла (1-а cos z) 
3743. pesetas ets 
Н 
sta. | (EE) i ne. 
345. | =L de (a>0) sabiendo que pe а=} 
D 


(a» 0). (véase el ejercicio 2439). 


HEN 
3746*. > (2220,0). 
3747*. [sas (a>0). 
$748, | gor tba de (a> 0). 

è 

E 


т 
3749*. | In (a cost г 4-02 sen? т) dz. 
% 


3750. Después de caleular la integral 


"— 


ipM do, hallar 
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1 
3751. Valiéndose de la igusldad [rar caloular la 


+ 
integral 


a (а»—1,р>—1). 


Ss 


3752. Valiéndose de la igualdad 26 ittis yn (véase el 
o M 
ejercicio 2439), calcular la integral. | (e e" 7) de. 
9 


UA 1 A 
3753. Deducir la igualdad yr j е-'*4 (22-0) de la 


rolación | езе дае YE (integral de Poisson) y utilizarla para 


calcular las integrales (integrales de difracción o de Fresnel): 


о | » S. 


z 


Diversos problemas + 


3754. Sea la función f(x) continua para 2>0, y cuando z— 0 
la función 7 (2) tiende al límite finito f(oo). Tomando todo esto 
en consideración demostrar que si 250 y b>0, se tiene 


Ai ue Оо. 


En los ejercicios 3755— 3756 calcular las integrales aplicando 
el resultado del ejercicio 3754. 


bs? 


8766. farra 


E ing. 3756, de (n>0). 


3757*. Sea la función f(x) continua para 2>0 y la integral 
| LE az convergente para cualquier А220. Demostrar, tomando en 
А 
consideración todo esto, que si а> 0 y Ь2> 0, se tiene 
- 


| LEL) de= j (0)1n 3. (Compárese. сов el «ejercicio. 3754.) 
¿ 
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En los еўегсїсїоз 3758—3762 calcular las integrales aplicando 
el resultado del: ejercicio 3757 (a > 0, b 2-0). 


3758. үтте 3759. еее dz. 


3760. j 255 7 3761. \ фей ашам gy, 
i A 


30+. | EZ a. 
i 


" 
3763*. La función de Laplace se define así: ۵= 7 j eta 


(esta función desempeña un papel muy importante en la teoría de 
probabilidad). Demostrar las relaciones: 
4) Í ۵ و‎ de Ic oso (aa): 2) иок e 
l Ys F4 miri 
3764*. Las funciones si (т) y ci (z) suelen ser definidas del modo 
siguiente: 


si(z)- — $ HR д (sono integrals) y ci (z) = — | % dt («coseno 
integral»). Demostrar que E 

" $ 

| sonzsi (2) dz == | eoszei(z) dz — $. 

% 0 


y 

3765*. La función Л, (2) definida por la igualdad 
3 

i | cos (z sen 0) 48 


Jo(z) 


se llama función de Besse] de orden cero. Demostrar que: 


1) | eJ. (z)dz = 


1 e 
VIFA (a >0); 
м + siaSi; 
2) j Seer p (ту d= | arcsena, sila|<1; 
D 


— $, sia<—1. 
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3766. Demostrar que la función у= IL satisface la ecuá- 
ción diferencial y"+y=1/z. n 

3767*. Demostrar que la fonción у= | (22— 1)" e** de satisface. 
Ja ecuación diferencial zy'--2ny'—zy =0. 

3768*. Demostrar que la función у= Ies [satisface la 


ecuación, diferencial zy — ny aget. 
. Demostrar que la función de Bessel de orden cero 


sÍ 
Ja (2) -i соз (x sen 0) dO satisface la ecuacion diferencial J; (z)-- 


+H Jo (2) =0. 


Capítulo XIII 
Integrales curvilíneas 
e integrales de superficie 


$ 1. Integrales curvilíneas 
de primer género*) 


Cálculo de integrales 
MEn los ejercicios 3770—8775 calcular las integrales бөө, 
118770. 5 ‚ donde L es un segmento de la recta ут 2—2 


"uu entre los puntos 4(0, —2) y B (4, 0). 
3771. (zy ds, donde L es el contorno de un rectángulo cuyos 


vértices son А (0, 0), B (4, 0), C (4, 2) y D (0, 2). 
3772. | y ds, donde L es un arco de la parábola y* = 2pz, recor- 


L 
tado por la parábola z? = 2py. 
18778. (® + y)"ds, donde [7 ев la circunferencia 


1 
z=acost, у = asen і. 


3774. | ay ds, donde L es la cuarta parte de la elipse H+ 


ї 
TR =1 situada en el primer cuadrante. 
3715. { Уу ds, donde L es el primerJarco de la cicloide 
IL 
'z=a(t— sent), y= a(t — 0080). 
3716. Deducir la fórmula para calcular la integral V F (z, y) ds 
en coordenadas polares, si la línea L viene dada por la ecuación 
р =р(Ф) (Pi <P < Pa- 
7* Аы ,dènoininarómos las integrales depo Û4 (z, РЕГ 
longitud. (Nota del T.) 
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3777*. Calcular la. integral j (z-y) ds, donde L es la cir- 
cunferencia z + y? = az. * 


3778. Calcular «la integral ауа — j*ds, donde L es una 
línea dada por la ecuación (z* + y)? = a* (z? — y?) (z > 0) (mitad 
de la lemniscata). 

3779. Calcular la integral | arctg ds, donde L es una parte 

L 


de la espiral de Arquímedes p=2p, comprendida dentro de un 
círculo de radio R соп el centro. en el origen de coordenadas. 


3780. Calcular la integral IE donde L es la primera 
i 


espira de la hélice z==a cost, y=asent, zat. 


3781. Calcular la integral | zyzds, donde L os una cuarta parto 
i 
de la circunferencia z*--j3--22— RP, ntpote, situada on el 
primer octante. Я 
3782. Calcular la integral | (22— 1/2203) ds, donde L ез la 


g і 
primera espira de la línea helicoidal cónica 
ж = t cos t, y = tsent, z 


3783. Calcular la integral | (z4 y) ds, donde L es una cuarta 


Je: 
parte de la circunferencia z* + y! + 2? = R°, y = z, situada en 
el.primeroctante;' с c | H 


Aplicaciónes de las integrales 


3784. Hallar la masa de un fragmento dé la línea y =Inz 
comprendido entre, los puntos cuyas-abscisas son 7, y Zp, si la den- 
sidad de la-línea en cada punto es igual al cuadrado de la abscisa 
del punto. | ! ci^ "o fe xu Epe атн - 

3785. Hällar la masa de un fragmento de la catenaria у = a ch 


comprendido entre los puntos cuyas abscisas son z; = 0 уг, 
si la densidad de la línea en cada punto es inversamente propoi 
a la ordenada del punto siendo Ia densidad en-el-punto: (0, а) igual 
a 6 
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3786. Hallar Іа шава de una cuarta parte де ја elipso z = a cos t, 
у = b sen 1, situada en el primer cuadrante si la densidad en cada 
punto es igual a la ordenada de este punto. 


3787. Hallar la masa de la primera espira de la hélice z = a cos £, 
y == а зеп і, z = bt, cuya densidad en cada punto es igual al cua- 
drado del radio polar de. este punto. 


‚ 8788. Hallar la masa. del arco de la linea x => е cost; y = 
= # sen t; z = el desde el punto correspondiente а ё = 0 hasta un 
punto cualquiera si la densidad del aréo es inversamente proporcio- 
nal al cuadrado del radio polar y ей el punto (1, O, 1) es igual 
a1. э 

3789: Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la pri- 
mera semiespira de la hélice z = a cos t, y = a sen t, z = bt, con- 
siderando la densidad constante, 

3790. Caleular el momento estático de la primera espira de la 
línea helicoidal cónica z = t cos t, у == t sen і, z = { con respecto 
al plano Огу, considerando la, densidad proporcional al cuadrado 
de distancia desde este plano p = А22. 

3791. Calcular 108 momentos de inercia, con respocto a los ejes 
de coordenadas, de la primera espira de la hélice z = a cos t, y = 


= а sen Ё, 2 = 


Tn 


En los ejercicios 3792—3797 calcular las áreas de las partes do 
las superficies cilíndricas comprendidas entre el plano Ozy y las 
superficies indicadas. 


3792, Eh RS Im RR. 

3793. y? —2pz, 2= И 5рх 422. 

3794. = 40—10, 1=2-Vz. 

3795. += Rh, 2Re=ay. | 

3796. H4 Ed, z=ke y 2=0 (2220) ("herradura cilín- 
drica“). 

3797. y=V2pz, 2=y y =p. 


3798. Calcular. ol área де: la superficie recortada, de un cilindro 
circular de radio R por otro cilindro; semejantq si los- ejes de estos 
dos cilindros se cortan formando el ángulo recto (compárese con la 
solución del problema en el ejercicio 3642). 


180170 
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^: 8799. Hallar-el área de una parte йе Ча superficie del cilindro 
4 уез Rz comprendida dentro dé la esfera 2° -- yh 4-02 = R. 


Ре tuóuerdo con la ley Biot — Savart; el elemeuto de corriente 
jerce la acción sobre la masa magnética m соп la fuerza igúal a 


S12. ! donde I es la corriente, ds es el elemento de longitud 


del conductor, + es la distancia que media entre el olemento de.co- 
rriente y la masa magnética, æ es ol ángulo formado ontro la direc- 
ción de la recta que une la masa magnética y el elemento de co- 
rriente, y la dirección del mismo elemento de corriente. Dicha fueiza 
está dirigida, siguiendo la normal, hacia el plano que contiene el 
elemeñto de corriente y el punto en que se halla situada la miasa 
magnética. La dirección de la fuerza so establece de acuerdo con la 
regla de Ampère (también la regla del sacácorchos). Partieiido de 
esta ley, fesolver los: problemas de los ejercicios 380043805. 
^'8800. Hallar la цегла соп que-la corrienté I en un conductor 
rectilíneo infinito ejerce su acción sobre el punto de masa magné- 
tica m situado a la distancia a desde el conductor... +. 

3801. Por el circuito de forma cuadrada cuyo lado es а, ‚раза 
la corriente Г. ¿Con qué fuerza dicha corriente actúa sobre el punto 
de masa magnética m situado en el centro del cuadrado? 

3802. Mostrar que la corriente Z que pasa por el arco de la línea 
cuya ecuación en las coordenadas polares presenta la forma р = 
— p (9), ejerce la acción sobre el punto de masa magnética situado 
en el polo aplicando la fuerza 


M 
f2nr| E. 
*i 


3803. ¿Con qué fuerza actúa la corriente 7 que pasa por un cir- 
cuito cerrado elíptico, sobre el punto de masa magnética m situado 
en el foco de la elipse? 

3804. ¿Con qué fuerza actúa la corriente I que pasa por un.cir- 
cuito parabólico infinito, sobre el punto de masa magnética m 
situado en el foco de la parábola? La distancia que. media. entro, el 
vértice y el foco es igual a p/2. ` ы 

3805. ¿Con qué fuerza actúa la corriente I que pasa por un cir:^ 
cuito circular de radio R sobre el punto de masa magnética т situado 
en el punto Р que se halla a la distancia h desde el plano del círculo. 
y en/la perpendicular levañtada, en el “centro del mismo? 

^jPara qué valor de P esta fuerza sería máxima siendo'À dada? 
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$ 2. Integrales curvilíneas 
de segundo género*) 


Cálculo de integrales 


En los ejercicios 3806—3824 calcular las integrales curvilíneas. 


+ 3806. Í z dy, donde-L es el contorno de un triángulo formado 
i Н 


por-los.ejés de coordenadas у la recta 4% = 1 en dirección 
positiva (es decir, en sentido contrario al de las agujas del reloj). 


3807. | z dy, donde Г es un segmento do la recta £ + £ =1 


désdo а uino de fed Sat eon eje de abscisas hasta el 
E de su intersección con el eje de ordenadas. 


8. 3808. | (a? — y?) dz, donde L es el arco de la parábola desde 
i 
el punto (0, 0) hasta el punto (2, 4). 
3809. { (2? + y?) dy, donde L es el contorno de un cuadrilátero 


cuyos vértices se hallan on los puntos А (0, 0), B (2, 0), C (4, 4) 
y D (0, 4), indicádos según el orden de recorrido. 
(a, 2л) 


3810. | —zcosydz- ysen zdy a lo largo del segmento 
v 0, 0) 
que une los puntos (0, 0) y (я, 2л). 
to 
зви. | «yde + (y—2)d a lo largo de la línea 4) y = z, 
(оро). 
2) y = 4%, 3) 2, mz. 
0,10 
3812. | 22у dz + a йу a lo largo:de Ла línea 1) у= 


(0; 0) 
2) y = 2, 3) у= 2, 4) у = e 
, 3818. j y dz + a dy, donde L es el gundrante de la circunteren- 


dla в = Ё боёл, Г Н sen £ desde 1, O hasta. 


* Así denominaremos las integrales de tipo | P (z, y) dz 0 (e, y) dy. 
(Nota del T.) M 
18* 
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3814. | уак — z dy, donde L es la elipse z= a cost, y = 


1 
= b sen t recorrida en sentido positivo. 


3815. | EEE, donde L es la semicircunferencia z- 


=acost, таай desde t, = 0 hasta t, =л. 

3816. j (2a — y) dx — (a — y) dy, donde L es el primer arco 
(desde el origen do coordenadas) de la cicloide z = a (t — sen 2), 
у= а (1 — cos t). 

3817. | ZAZÊ, donde L es la cuarta parte de In astroido 
sails, NL. ms desde el punto (R, 0) hasta el punto (0, Р). 

3818. | zdz + y dy + (e + y — 0) de, donde L cs un seg- 
mento de Ja rocta desde el punto (1, 1, 1) hasta el punto (2, 3, 4). 

3819. j yz de + zz dy + zy dz, donde L es un arco de la hélice 


{5 desde'el punto de la intersección 
hasta el punto de su intersección 


ж == Roost, y == А sent, 


de la hélice con el plano z 
con el plano z — a. 


6,40 
3820. zdzŁydy+:d а lo largo de la recta 
و‎ 
o, lo V PET Srt 


3821. | yt de + 2 dy + zt de, dondo L es la línea do intersec- 


£ 
ción de la esfera 2? + y? -+2 = R? y del cilindro a +y = 
== Ra (R > 0, 3> 0), siendo recorrida, en el proceso do integra: 
ción, en sóntido contrario al de las agujas del reloj si se mira desde 
el origen do: coordenadas. pa 


Fórmula de Green 


Ën los ejercicios 3822—3823 transformar las integrales cürvilí- 
neas tomadas a lo largo de los contornós cerrados L, en sentido 
positivo, en las-integrales dobles sobre los dominios limitados por 
estos mismos contornos. 3 


3822. j ( Ta y dz Fz (+ yn dy. 
1 
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3823. V. (e + 22 сов y) de + (e — a? sen y) dy. 


ї 
3824. Calcular la.integrál del ejercicio 3822 de dos modos con- 
siderando la circunferencia 2° + у? = Н? como contorno de. inte- 
gración L: 
1) directamente, 2) aplicando Іа fórmula do Green. 


3825, Cálcular la integral Гоа dz ato 4, 
i 


dónde L es: 4) la elipse SEE. — 1; 2) la circunferencia a*-- 


+ y? = az. La integración debe efectuarse en sentido positivo. 
(Caleular la integral de dos modos: 4) directamente, 2) aplicando 
la fórmula de Green). 

3826. Demostrar que la integral 


| (ine de + (29? + 20? — 24) dy 

i 
es igual a cero, si L es una línea cerrada y simétrica respecto al eje 
de coordenadas. 


3827. Valióndose de la fórmula de Green calcular Ja diferencia 
entre las integrales 


= | (a+ da— (ey dy 


AmB 


h= | сира, 
E 
donde AmB es un segmento de la recta que une los puntos A (0, 0) 


y B (4. 1) y AnB es el arco de la parábola y = 22. 
3828. Mostrar que la integral 


{ {æ cos (N, 2) + y sen (N, 2) ds, 
i 


donde (N, z) es un ángulo formado por la normal exterior a la línea 
y por la dirección positiva del eje de abscisas, calculada sobre el 
contorno cerrado L en sentido positivo, es igual al área doble de la 
figura limilada por el contorno L. 


3829. Demostrar que la magnitud de la integral f (Quy — y) dz + 


L 
+ 22 dy, donde L es un contorno cerrado, es igual al área del dominio 
limitado por este contorno. 
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3830. Demostrar que la integral | q (y) az + leq! (y) + 2 dy 


L 
es igual al momento de inercia triple de nna figura plana homogénea 
limitada por el contorno L, respecto al eje de ordenadas. 


Independencia de la integral del contorno de integra- 
ción. Métodos para hallar la función primitiva 


En los ojercicios 3831—3835 probar que las integrales tomadas 
а Jo largo de los contornos cerrados son iguales a cero cualesquiera que 
fuesen las funciones que forman parte de los integrandos. 


"зви, Û o (2 de +9 (i) dr. 

H 

3832. | / (а) (y dz + = dy): 
i 

sus. (pjata. 

3834. Û f (e + y) + f (e — u)! de + + 101 dy. 
1 

3835. | уа? + +5) (edo + y dy + = de). 
i 


2 " zdy—ydz 
3830*. Demostrar que la integral oa tomada a lo largo 


de cualquier contorno cerrado que encierro el origen de coordenadas, 
en sentido positivo, os igual а 2л. 


3837. Calcular la integral ju a lo largo de la circun- 


forencia z?--y*-» 1 on sentido positivo. 


En los ejercicios 3838— 3844 calcular las intograles Curvilíneas 
de las diferenciales totales. 
Qa [c] 
3898. | yde+zdy. 3839. { 2eyde+atdy. 
=d, 2) [€] 


45, A2). i 
zde-ydy 3 с 
3840. nn EE (ы origin de coordenadas no se halla en 
ol contorno de integración). 


(Ps i 
3841. um donde los puntos P, y Р, están 
(P0 
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situados sobre. las: cireunferencias concéntricas «cuyos „centros se 
hallan: en el origen de coordenadas y los radios son iguales à Я, 
y Re, respectivamonte (el origen de coordenadas uo se halla en el 
contorno de integración). 

2.13 


B382. È zde—ydy+zdz. 
а, 


ur 
3843. ia yz dz + zz dy 4- zy de. 


,2,2) 
(5. з, „ di 

3844. ЖАБАР (ol'-contorno. de integración no 
1125 


corta la superficie а= +. 


~- En-16$ ejercicios 3845—3852 líallar las funciones siendo"dadas 
las diferenciales totales. 

«3845, du aè de + y. dy. 3846. du = 4 (23 — y?) (2dz — 
— y dy). 


(23-20) geld 
. 3847, аи = 2204 
PENE „ 


"T ДИ 
3848. а A ALL UM 


3849. а [+2] 024 [7 yip r)a. 
3850. du (2zcos y— -sn a) r yis sen y) dy. 


3851. pil ic ae tar 5+4) dy. 


3852, Noo TES 
я [m 

3853. Seleccionar el número n de tal modo güe la expresión 
i d sea la diferencial total. Hallar la función corres- 
pondiente. 

3854. Seleccionar las а y D constantes de tal módo que la 
expresión k22) PEE 2^2! sea la diferencial total. 
Hallar la función. correspondiente. 

En los ejerciciós 3855-3880 hallar las funciones siendo dadas 
las diferonciales” totales. 

ds dy de 
3855. du = аа 


58:104020 pye dz q zz dy. 
3856. du TOES dee пашана 


© 
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_2(ardy + و‎ ds— yn dz) 
3858. du EVE 
3859. du > $894 y, MA a, 


А 
3860. du—e* dz-- 


"le 


E 
fU Gn p zer) dyt (— 


DE puer pe) ds. 


Aplicaciones de las integrales 


En los ejercicios 3861—3868 calcular las áreas de las figuras limi- 
tadas por las líneas cerradas, mediante la integral curvilínea. 

3861. Por la elipse z = a cos t, у = b sen t. 

3862. Por la astroide z = a cos! t, y = a зеп? t. 

3863. Por la cardioide = = 2a cos? — a cos 2t, y = 2a sen t — 
— a sen 21. 

3864*. Por el lazo del folio de Descartes z + y? — 3azy = 0. 

3865. Por el lazo de la línea (z + yf = zy. 

3866. Por el lazo de la línea (= + y)* = 23у. 

3867*. Por la lemniscata de Bernoulli (2° + у) = 2a? (2? — y). 


3868. Por el lazo de la línea (Yz-i-V y)" —2y- 


Trabajo 


3869. En cada punto del plano, sobre el punto material actúa 
una fuerza cuyo valor es constante e igual a F y cuya dirección sigue 
la del eje positivo de abscisas. Hallar el trabajo efectuado por esta 
fuerza cuando el punto se desplaza a lo largo del arco de la circun- 
ferencia z? + y? = RP, situado en el primer cuadrante. 

3870. En cada punto del plano, sobre el punto material actüa 
la fuerza P cuyas proyecciones sobre los ejes de coordenadas son 
iguales a X = zy, Y = z + y. Calcular el trabajo de la fuerza P 
al desplazarse el punto desde el origen de coordenadas hasta el punto 
(A, 1) a lo largo de: 1) la recta y = т; 2) la parábola y = 22, 3) una 
línea quebrada до dos eslabones cuyos lados'son paralelos а los 
ejes de- coordenadas (considerar dos- casos). 

3871. En cada punto M de la elipse = = а cos t, y = b sen. t 
está aplicada la fuerza FF cuyo valor es igual a la distancia que media 
entre el punto M y el centro de la elipse, y dirigida hacia el centro 
de la elipse. a) Calcular el trabajo de la fuerza F' al desplazarse el 
punto a lo largo del arco de la elipse situado en el primer cuadrante. 
b) Hallar el trabajo cuando el punto recorre'toda la elipse. 

3872. Las proyecciones dela fuerza sobre los ejes de coordenadas. 
son dadas рог las fórmulas X = 2zy y У = 7 Mostrar que ol 
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trabajo de la fuerza, al desplazarse el punto, depende sólo de su 
posición inicial y final y no depende de la forma del trayecto, Cal- 
cular la magnitud del trabajo al desplazarse desde el punto (1, 0) 
hasta el punto (0, 3). 

3873, La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional 
а Ja distancia que media entre el punto de su aplicación y el pla- 
no zOy. Dicha fuerza está dirigida hacia el origen de coordenadas. 
Calcular el trabajo, al desplazarse el punto bajo la acción de esta 
fuerza a lo largo de la:recta z = at, y = bt, z = ct desde el punto 
М (a, b, c) hasta el punto N (2a, 25, 2c). 

3874. La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la 
distancia que media entre el punto de su aplicación y el eje Oz: 
Dicha fuerza es perpendicular a este eje y está di hacia él. 
Hallar el trabajo de la fuerza al desplazarse el punto bajo la acción 
de dicha fuerza a lo largo de la circunferencia z == cos t, у = 1, 
z = sen t desde el punto M (1, 1, 0) hasta el punto N (0, 4, 1). 

3875. Demostrar que el trabajo de la fuerza de gravitación de 
dos masas puntuales, efectuado al desplazarse una de ellas no depende 
de la forma del trayecto. La magnitud de la fuerza de atracción F 
la establece la ley de Newton Р == 27472, donde r es la distancia 
entre los puntos, mi y m son las masās concentradas en dichos puntos, 
k os la constante de gravitación. 
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Integrales de superficie de primer género 
En los ejercicios 3876—3884 calcular las integrales. 
3876. |} (2-22-20) da, donde 5 es una parte del plano 
3+4 piai situada en el primer octante. 
3877. 1] за, donde S es una parte del plano =4-у-2= 1 
sitiada en el primer octante. 
3878. jj zdq, donde S es una parte de la esfera 224-02 = zt 
=R, полда en el primer octante. 
3879. Tuan. donde S es la semiesfera z= V R2— 
s 


Tř. 
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3880. A RL dg, donde S es la semiesfera 


2-y F— 
3881. {| зз donde S es la sewiesfera s= V ÆTT, 
s 


3882. 5j J£, donde S es el cilindro 2*--j*— FP, limitado por 


los planos 2=0 y 2= Н, r es la distancia que wiedio entre el 
punto de superficie y el origen de coordenadas. 
3883. ES donde S es' la esfera 224 024-22= RP, r ев lo 
8 ; 
distancia que modia entre el punto de la esfera y el punto fijo 
PO, 0, e) (с> А). 


3884. | ( 4, donde 5 és una parte de la superficie del para- 
M 


boloide hiperbólico ¿==y, recortada por el cilindro 2} y= Rê, 
ш, la. distancia que media entre el punto de Ja superficie y el 
eje Oz. 

3885*. Hallar la masa de una esfera si la densidad de superficie 
en cada punto es igual а la distancia que media entre dicho punto y 
cierto diámetro fijo de la esfera. 

3886. Hallar:la,masa dejuna psfera. si la deiisidad de superficie 
en cada punto es igual al cuadrado de distancia que media entre 
dicho punto y cierto diámetro fijo de la esfera. 


Integrales de superficie de segundo género 
nm los ejercicios 3887—3893 calcular las integrales de super- 
3887. ў} z dy de + y dedz + т dz dy, donde S es el lado posi- 
р ¿el сура, formado por los.planos z = 0,0 = 0, 2 = 0; = 1, 
3888. j z*y's de dy, donde 5 el lado positivo*de la mitad 


inferior de la esfera 22 + y? + z* = RÉ ; f 
3889. f f ш, donde Ses la cara-extetior del elipsoide 


D 
12 12 
Z5 
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3890. j adi, donde S es ld cara exterior “del elipsoide 
Сш сасы 

зви. | È ze dr dy + zy dy de + yz dz de, donde 5 es la cara 
exterior de la pirámide formada por los pla- z 
nos e = 0, y = 0,2 =0yz + y = 1. 
3892. | i yz de dy з28уйс 20 aede 


E 5 
donde S es la cara exterior de la superfi- 


cie situada en el primer octante, y formada 
por el cilindro 29424" = А? у los planos 
2=0y=02=0y3=H. 


3893. j y" z de dy + аа ay desp 
: = 


zy dz dz, donde S és la cara éxtérior de la Fig. 69 
superficio situada еп el primer octante y 

formada por el paraboloide de revolución = = z* + y?, por el cilin- 
dro 22 4 y? = 1 y los planos de coordenadas (véase la fig. 68). 


Fórmula de Stokes 


3894. Aplicando la fórmula de Stokes, transformar là integral 
{ (+ г) йк + (aè +2) dy + (° + y?) de tomada а lo largo 


L 
de cierto contorno cerrado, en la integral de superficie «tendida» 
sobre este contorno. 


3895. Calcular la integral V zy! dz + dy + 2 dz, donde el 


1 
contorno L es la circunferencia 22 + y? = АЗ, z = 0: a) directamente 
y b) aplicando la fórmula de Stokes y considerando la semiesfera 
z= +V Rz y! como superficie. La integración, а lo largo 
de la circunferencia en el plano zOy, debe efectuarse en sentido 
positivo. 

Fórmula de Ostrogradski 


3896. Aplicando la fórmula de Ostrogradski transformar la inte- 
gral sobre la superficie cerrada en una integral triple sobre el volu- 
men del cuerpo limitado por esta superficie: 


{} 2 dy dz + y dz dz + z? de dy. 
Ыы | 
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La integración debe efectuarse sobre la cara exterior de la super- 
ficie 5. 

3897. Aplicando la fórmula de Ostrogradski transformar la inte- 
gral sobre la superficie cerrada en una integral triple sobre el volu- 
men del cuerpo limitado por esta superficie: 


j j VEFPFZ (cos (№, 2) 4- cos (№, y) -- cos (N, 2)} do, 
8 


donde N es la normal exterior а la superficie 5. 
3898. Calcular la integral del ejercicio 3897, si S es la esfera de 

radio. R cuyo centro se halla situado en el origen de coordenadas. 
3899. Calcular la integral 


f lar cos (Y, а) + y? cos WV, y) + 2* cos (N, 2) do, 
8. 


donde S es la esfera de radio A cuyo centro se halla situado en el 
origen de coordenadas y N es la normal exterior. 

3000. Aplicando la fórmula de Ostrogradski calcular las inte- 
grales de los ejercicios 3891 —3893. 


Capítulo XIV 


Ecuaciones diferenciales 


$ 1 Ecuaciones de primer orden 


Ecuaciones con variables separables 


En los ejercicios 3901 —3910 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones diferenciales. 

3901. (zy* + 2) de + (y — 280) dy = 0. 

3902. ayy =1—2. 3003. yy = 2—22, 

3904. y'tgz—y=a. 3905. zy Fy my. 


3907. VI Faz +y V 1 — à dy —- 0. 
3908. es(1+ <p) =1. 3909. y — 107. 


3910. y + sen ЕЕ = sen ys. 


3911. La balística establece la: dependencia entre la velocidad v 
del proyectil y la distancia L recorrida por éste en el cañón del arma 
mediante la siguiente ecuación: 

= donde р=-# y n<1. Hallar la dependencia entre 
el tiempo £ del movimiento del proyectil y la distancia: 1 recorrida 
por dentro del cañón. 

3912. Si z es la. cantidad de ácido yodhídrico HJ que sé ha dos- 
compuesto para el momento de tiempo f, la velocidad de descom- 
posición (E) la determina la ecuación diferencial Е 
х (E) (2), donde А, Ke y u son constantes. Integrar 
osta ecuación. 
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En los ejercicios 3913 —3916 hallar las soluciones particulares de 
las ecuaciones diferenciales. que satisfagan las condiciones iniciales 
dadas. 


3913. y seh z= y In y; y] 


ace. 
к= 


„ite. A 
3914. y = тр но 1. 
3915. sen у сов dy = cosysen zdz; y lao m 2. 


3916. y —ay' = b (1 + y) Y lei = 1. 

3917. Hallar la línea que pase por el punto (2, 3) y cuya propie- 
dad sea la siguionte: el segmento de cualquier tangente suya compren- 
dido entre los ejes de coordenadas se divide en dos-partes iguales en 
el punto "de:contacto.* ® E: 

3918. Hallar la línea que pase por el punto (2, 0) y cuya propie- 
dad sea la siguiente: el;segmento de la tangente entre el punto de 
contacto y el eje de ordenadas tiene la longitud constante e igual 


a dos. 

3919. Hallar todas las líneas para las cuales cl segmento de la 
tangente comprendido entre el punto de contacto y el ejé de abscisas 
se divide en dos partes ignales en el punto de intersección con el eje 
de ordenadas. 

3920. Hallar todas las líneas para las cuales la subtangente sea 
proporcional a la abscisa del punto de contacto-(el coeficiente de 
proporcionalidad es igual a k). 

3921. Hallar la línea que pase por el punto (а, 1) y cuya subtan- 
gente tenga la longitud constante e igual a а. 

3922. Hallar la línea para la cual la longitud de la normal (su 
segmento desde el punto de la misma hasta el eje de abscisas) sea la 
magnitud constante а. 


Y я 
3924. Hallar la línea y = f (2) (f (2) > 0, / (0) = 0) que limito 
el trapecio mixtilíneo de base [0, z] y cuya área sea proporcional al 
grado (n + 1) de f (z). Es sabido que у (2) = 
. El punto material-cuya masa es igual a 1g, -efectúa el 
movimiento rectilíneo bajo la acción de la fuerza directamente pro» 
porcional al tiempo calculado a; partir del momento t = 0 e iiiver- 
samente proporcional а la velocidad del movimiento de dicho punto: 
En el momento ¢ = 10 s la velocidad era igual а 0,5 m/s, y la fuerza. 
4 407^ N: ¿A qué será igual la velocidad al cabo de 1 min de comen- 
zar el movimiento? ^ 
3926. Un punto niaterial efectúa el movimiento rectilíneo siendo 
su energía cinética, en el momento +, directamente proporcional a la 
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velocidad. media del movimiento: en el intervalo de tiempo desde el 
cero hasta £. Es sabido que siendo-£ = 0 el trayecto es s = 0. Mostrar 
que el movimiento"és- uniforme: i 

3927. Una lanchá automóvil se desplaza a Jà velocidad de v = 
= 10 km/h, estando las aguas tranguilas, En plena marcha su motor 
fue desconectado. Al'cabo de t = 20 s la velocidad de la lancha bajó 
hasta о, = 6 km/h. Considerando que la fuerza de resistencia del 
agua al movimiento de la lancha es proporcional a la velocidad de 
ésta, hallar-la velocidad de la lancha a los dos minutos de parar el 
motor. Hallar también' lá distancia recorrida por la lancha durante 
un miñuto después de: parar el motor. 

3928. Un recipiente cilíndrico que tiene el ejò vertical y cuya 
sección transversal es S, tiene en su fondo un pequeño orificio circu- 
lar cuya área es q, cerrado por un diafragma: (сото en el objetivo 
de una cámara de fotografía). El recipiente contiene un líquido cuya 
altura es Л. En el momento t = 0 el diafragma comienza a abrirse 
siendo el área del orificio proporcional al tiempo. El orificio queda 
totalmente abierto en 7 s. ¿Cuál será Ja:altura Н del líquido al cabo 
de 7 з de comenzar el experimento? (Véanse los ejercicios 2701 —2706). 

3929. La velocidad del enfriamento de un cuerpo es proporcional 
á la diferencia dé làs temperaturas del cuerpo y del medio ambiente. 
Еп 108 ejercicios 2710 ent hemos considerado el coeficiente dé pro? 
porcionalidad como constante. En algunos cálculos considéran qué 
depende linealmente del tiempo: К = ky(1 + zi). Tomando en 
consideración este razonamiento, hallar la depedencia entre la tem- 
peratura del cuerpo 0 y el tiempo ¢ considerando que siendo £ = 0, 
la temperatura del cuerpo es 0 = 0,, y la del medio ambiente es 6. 

3930*. La velocidad del crecimiento de área de una hoja joven 
de la planta Victoria regia (también taropé), que tiene, como es 
sabido, forma circular, es proporcional a la circunferencia de la 
hoja y a la cantidad de la luz solar que cae sobre ésta. La cantidad de 
la luz, a su vez, es proporcional al área de la hoja y al coseno del 
ángulo,entre la dirección de los rayos y la vertical. Hallar la depen- 
dencia entre el área S de la hoja y el tiempo ¢ si so sabe que a las 
seis de la mañana dicha:área era igual a 1600 cm? y а las'seis de la 
tarde, a 2500 cm?. (Considerar que la obseryación se efectuó en el 
ecuador, en el momento de equinoccio en que el ángulo formado 
entre la dirección de los rayos solares y la vertical es Susceptible de 
considerar’igual a 90° a las'séis de la mañana y a las seis de la tarde o 
igual a 0” al mediodía.) 

En los éjercicios 3931 —3933, mediante la sustitución de la fun- 
ción buscada, reducir las ecuaciones dadas à las ecuaciones con va- 
riables separables; y resolverlas. 

И. y^ == cos (z — у) (poner и =z — y). 
3032. y = 3x — 2y +5. 3983. y V1 dz Fy=2+y—1 
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Ecuaciones homogéneas 


En los ejercicios 3934—3944 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones dadas. 


3934. y = —2. 3935, y EY, 


3936. 2dy—ydr—ydy. 3987. y ==. 


3939. зу —y= V EFF. 


А 
3940. у24- 22у = zyy'. 3944. уе pl. 

3942. zy =y nZ. 

3943. (3y* + 3ay PN = (# + 25у) dy. 

TY 

En los ejercicios 3945 —3948 hallar las soluciones particulares 


de las ecuaciones diferenciales que satisfagan las condiciones inicia- 
les dadas. 


3944. y=L + 


3945. (y —y) arolg L =; vhi =0. 
3946. (y?—32%) dy--2zydr 0; у= 1. 
зит. y E lems =—1. 


3948, y (2) +22 L—y0; viro VB. 


3949. Reducir la ecuación y=-2 49 (i) a la cuadratura. 


sen la so- 


¿Cuál debería ser la función ф E) para que y= 
lución general de la ecuación dada? 

3950. Hallar la línea para la cual el cuadrado. de la longitud. de 
un segménto recortado por cualquier tangente del eje de ordenadas, 
sen igual al producto de las coordenadas del punto de contacto. 

3951. Hallar la línea para la cual la ordenada inicial de cualquier 
tangente es igual a la subnormal correspondiente: . ; 4 

3952*. Hallar la línea para la.cval la longitud del radio. polar de 
cualquier punto suyo М es igual a Ја distancia que media entre el 
punto de intersección del eje Оу-у la tangente en el punto M, y el 
Origen de coordenadas. ` 


x 
In] Cz] 
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-:3953*; ¿Qué clase: de la' superficie de revolución “presenta el 
'espojo de un proyector si los:rayos luminosos-que parten de un ma- 
nantial puntiforme, al reflejarse, se propagan- formando,/un' haz 
paralelo? 

 Ecuübiónés' lineales 


Enos éjércicios 3954—3964 hallar las soluciones generales de las 
»ecuaciones dadas. 


3954. y + 2y = år. 3955. y" + 2ду = ze 
р: y 1—22 
399 y PE y 


Dy a д; "i LA d mm a. 


ur 
Б ЕТЕ ba) dy = 0. 
3961. y =p 7 
3963. 2 ( СА 0) = bes 
3964. yo” oÉ $ Ф? (2) =:0, donde © (2) es la foii- 
ción aa - 


En los ejercicios 3965—3968 hallar'las sóluciones párticulürés de 
las КЫ qué satisfágan las condiciones iniciales dadas. 
“УУЧУ Гето н Аза = 0. 
[opm vice =0 y le f 
3967. ay == Уһ =0. 


3968. 1 (14-t*) dz — (220—8) zl — > 
18969, Sean y, е y, dos distintas soluciones de la ecuación. 
y tRy E O, 


a) Demostrar que у = yy +'C in — yj) ‘ёз. la: solución general 
de la misma ecuación (C es constante). 

b) ¿Cuál debería ser la relación entre las constantes œ y f para 
que la combinación lineal ay, +, Вуз sea-la solución de. la ecuación 
dada? 

c), Demostrar. que si Ya es la tercera solución" particular distiiita 


"de yj è Ye la relación Rh es' constante. 
3970. Demostrar la identidad (véase el ejercicio 2345): 
"P 
"uf € E dz formando la ecuación diferencial :para" Ja 
3 


say жу. 


3962, y'= 


КТЕН ЕЕН 


función 1 (2) xj eses de y Tesolverla, 
v 


19-0170 


290 Cap. XIV. Ecuaciones diferenciales 


3971. Hallar la línea para la cual la ordenada inicial de.cual- 
quier tangente sea dos unidades de escala menor-que- la-abscisa: del. 
punto: de “contacto. 

3972*. Hallar la línea para la cual el área del rectángulo cons- 
truido sobre la abscisa de cualquier punto y sobre la ordenada ini- 
cial de la tangente en este punto es una magnitud constante (= a°). 

3973*. Hallar la línea para la cual el área de un triángulo for- 
mado por el eje de abscisas, la tangente y el radio vector del punto 
de contacto, sea constante (= а?). 

3974. Un punto de masa m efectúa el movimiento rectilíneo. So- 
bre dicho punto actúa una fuerza proporcional al tiempo (el coefi- 
ciente de proporcionalidad es k,) transcurrido desde el momento en 
que la velocidad era igual a cero. Además, sobre el mismo punto 
actúa la fuerza de resistencia del medio, que es proporcional.a la 
velocidad (el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). Hallar la 
dependencia entre la velocidad y el tiempo. 

3975. Un punto de masa m efectúa el movimiento rectilíneo. 
Sobre dicho punto actúa una fuerza, proporcional al cubo de tiempo 
transcurrido desde el momento en que la velocidad era igual a v, 
(el coeficiente de proporcionalidad es igual а £). Además, sobre el 
mismo punto ejerce su acción el medio, esta acción es proporcional 
al producto de la velocidad y el tiempo (el coeficiente de proporcio- 
nalidad es igual a /). Hallar la dependencia entre la velocidad y el 
tiempo. 

76. La temperatura inicial Ө; C del cuerpo es igual a la del 
medio ambiente. El cuerpo recibe el calor de un aparato calentador 
(la velocidad con que pasa el calor es una función dada del tiempo: 
с (t), donde с es la capacidad calorífica constante del cuerpo). Ade- 
más, el cuerpo cede el calor al medio ambiente (la velocidad de en- 
friamiento es proporcional a la diferencia entre las temperaturas del 
cuerpo y del medio). Hallar la dependencia que existe entre la tem- 
peratura del cuerpo y el tiempo medido al comenzar el experi- 
¡mento. 

Resolver los problemas de los ejercicios 3977 —3978 tomando en 
consideración lo siguiente. Si la corriente eléctrica alterna I = 7 (t) 
pasa por el conductor teniendo el coeficiente de inductancia igual a 
L y la resistencia А, la caída de tensión а lo largo: del conductor. será 
igual a 297.45 RI. 4 

3977. La diferencia de potencial en los bornes de una bobina va 
disminuyendo uniformemente de Е, == 2V hasta E, = 1 V durante 


40 segundos. ¿A qué será igual la intensidad de la corriente al fina- 
lizar el décimo segundo si al principio del experimento era igual a 


16 2 A? La resistencia dela bobina es igual a 0,12 ohm, el coeficiente 
de inductancia, 0,1 Н. 
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3978. Hallar la intensidad de 1а corriente en la bobina еп el mo- 
mento? si su resistencia ез R, el coeficiente de inductancia, L, la co- 
-sriente inicial Г, = 0, la fuerza electromotriz varía de acuerdo сол, 
Ја ley E = E, sen ot. 


Diversos problemas 
(Ecuaciones con variables separables, honiogéneas y 
lineales) 


En los ejercicios 3979—3997 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones dadas. 


73979, р-ни, 3980. z^dy--(3— 22) de=0: 
3981. x (224-1) +y =a (1-23). 
DE ES " 1-02. 
3982, yS, 3083. y = Lt s. 
3984. (By 107) de + (5y 1-72) dy = 0. 
3985. Py = y (y* -- 22). 3986, Y 


3987. (zy cos) dz +z cos dy=0. 


3988. y e ету, 3989. 


dy 1 

3990. 1 = a" 

3991. (z — 22 — 5) dy + y? de = 0. 

3992. y + y соз = sen z cos z. 

3993. (z -- 1) y — ny = е (s 4). 

3994. y de = (y? — 2) dy. 

2 

3995. (2) (0) 42y=0. 

3996*.yy” sen z = cos z (sen z — yî). 

3997. y = (x + y). 5 

3998. Verificar que las ecuaciones (1 — z?) y! + zy «= az tienen 
por curvas integrales las elipses e hipérbolas cuyos centros están en 
el punto (0, а) y cuyos ejes son paralelos а los ejes de coordenadas, 
teniendo cada curva un eje constante de longitud igual a 2. 


En los ejercicios 3999—4002 hállar las soluciones particulares 
de las ecuaciones que satisfagan las condiciones iniciales indicadas, 


3999. IX =2; у= 
yo. 


TE — 
а®—зу-+у% 


19* 
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4001. (14-6) yy' =e; Y hemo =0. 
4002: у =32 HH yho 1. 


4003. Demostrar que sólo las rectas у == kz y las hipérbolas 
xy = m tienen la siguiente propiedad. La longitud dol radio polar 
de cualquiera de sus puntos es igual a la de la tangente trazada en 
este, mismo punto. 

4004. Hallar la línea para la cual la longitud de su normal sea 
proporcional al cuadrado de la ordenada. El coeficiente de propor- 
¿ionalidad es igual a k. * 

4005. Hallar la línea para Ja cual cualquier tangerite:se corta con 
el eje de ordenadas en el punto equidistante entre el punto de con- 
tacto y el origen de coordenadas. ` 

4006. Hallar la ecuación de Ja línea que corte el eje de abscisas 
оп el punto z = 1 y que tiene la siguiente propiedad: La longitud de 
la subnormal ер cada punto de la línea es igual al promedio aritmé- 
tico de coordenadas en este punto. 

4007. Hallar la línea para la cual el área del trápecio engendrado 
por los ejes de coordenadas, la ordenada de un punto cualquiera y la 
tangente en esto punto, зба igual a la mitad del cuadrado de la 
abscisa. 

4008. Hallar la línea para la cual el área comprendida. entre el 
eje de abscisas, la misma línea y dos ordenadas una de las cuales es 
constante y-la otra, variable, sea-igual a la relación del'cubo de lu 
ordenada variable a la abscisa variable. 

4009. Hallar la línea рага la cual el área de la figura limitada 
por el eje de abscisas, dos ordenadas y el arco MM’ de'esta línea, 
sea proporcional al arco MM’ "cualesquiera que Sean los puntos 


4010. Hallar la línea para la cuál la abscisa del centro de grave- 
dad del trapecio mixtilíneo engendrado. por-los ejes de coordenadas, 


la recta z = a y Ja misma línea, sea igual-a. E cualquiéra: que són a. 


4011*. Hallar la línea tal 'que todas làs tangentes ‘a өНа?равеп 
por el punto байо (zy, yo). Š T d E 
1ã 4012: Hallar la línea que pase por el origen'de coordénasas'y рата 
In chal todas sus 'normales pasea porel: pinto dado: (zp, yj)»: Ж 
7^ 2013. ¿Qué lines tiene la siguiente propiedad: “el ángulo formado 
entre el-éje Oz y la tangente a'la'misma. línea en cualquier:"puntó 
suyo, ез” Veces mayor que el-ángülo-forinado:eritrejel mismo eje 
y'el radio polar del punto de:contácto? 1%; gebe ^ © 
4014. Sobre un cuerpo. de masa m = 1 actúa шпа fuerza.propor- 
cional al tiempo (el coeficiente de proporcionalidad.es igual a Ку). 
Además, el cuerpo es objéto de la reacción del medio ambiente, 
que es proporcional a la velocidad del cuerpo (el:eoeficiente de pro- 
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porcionálidad és igual à К). Hallar la ley del movimiento del éüerpo 
(lá dépendencia entré е1 trayecto-y el tiempo). ` e 
"4015: Una partícula efectúa la-caída en el medio cuya resistencia 


és proporcional äl enadrado:de-la velocidad dela partícula. Mostrar 
que la ecuación del movimiento es la siguiente: 2 = g kvt, donde 
kes constante, g.es la àceleración de la gravedad. Integrar esta ecua- 
ción y mostrar que v Üende a }/ £ para 168.75 

4016.-La fuerza de rozamiento que retarda el movimiento gira- 
torio de un disco:en'un medio líquido, es proporcional a Ja velocidad 
angular «de: la: rotación. =` - : ' 

4) El disco ¿ómenzó su movimiento: giratorio con la velocidad 
angular de 3 vueltas -por segundo, al cabo de-4 minuto gira con la 
velocidad angular de 2 vueltas por segundo. ¿Cuál sería su velocidad 
angular al cabo de 3 minutos de comenzar la rotación? 

2) El disco comenzó a girar teniendo. la velocidad angular de 5 
vueltas por segundo, al-cabo.de 2 minutos gira con la velocidad an- 
gular de 3 vueltas por segundo. ¿Al cabo de cuánto tiempo después 
de comenzar la totación, Ja velocidad angular del disco será de 4 
vuelta por segundo? 

4017. La bala penetra una tabla cuyo grosor es h = 0,1 m, con 
la velocidad v; —-200 m/s. Al atravesarla, sale por el otro lado con 
la velocidad” v,:— 80-m/s. Considerando la fuerza de la resistencia 
que ofrece-la tabla al paso de la:bala, proporcional-al cuadrado de la 
velocidad de ésta, calcular el tiempo invertido por la bala en atra; 
vesar la tabla, 

4018*. Una gota de agua cuya masa inicial es igual a M, g se 
evapora uniformemente сов: la velocidad m.g/s, moviéndose por 
inercia con la velocidad inicial v cm/s: La fuerza de la resistencia 
del medio es proporcional a la velocidad del movimiento-de la gota 
y a su radio, siendo en el momento inicial (¢ = 0) igual a fọ dinas, 
Hallar la dependencia entre la velocidad de la gota y el. tiempo. 

4019* Una gota.de agua de masa inicial M, g se ovapora:con la 
velocidàd-m g/s, efectuáridose la caída libre en: el aire. La fuerza de 
resistencia es proporcional a la velocidad del movimiento de la gota 
(el coeficiente de proporcionalidad es igual a 4). 

Hallar la dependencia entre la velocidad del movimiento de la 
gota у ге] tiempo: transcurrido: desde que comenzó a caer la gota, 
teniendo encuenta дие еп el momento inicial del tiempo Ја veloci- 
dad de la gota'erà-igual a cero. Considerar" que kı” 2m. 

4020*. Resolver el mismo problema que-en el ejercicio anterior, 
pero con respecto a una gota de forma esférica, considerando la 
fuerza de resistencia del aire proporcional al producto de la velocidad 
de la gota y el área de su superficie. La densidad del líquido es igual 
a y. (Reducir а las cudraturas.) 


294 Cap. XIV. Ecuaciones diferenciales 


4021*. Si en el curso de cierto proceso una substancia se traus- 
forma en otra, siendo la velocidad con que se efectúa la formación 
del producto, proporcional а la cantidad disponible de la substancia 
que-súfre la transformáción, este proceso se llama reacción (proceso) 
de primer orden. 

'iorta substancia cuya cantidad inicial era igual a mp, va trans- 
formándose en otra, siendo inmediato el comienzo del segundo рго- 
ceso, debido al cual surge el segundo producto. Ambas transforma- 
ciones se efectúan como reacciones de primer orden. Los coeficientes 

2 de proporcionalidad son: / para el prime- 
ro, y k, para el segundo proceso. 

¿Qué cantidad del’ segundo producto se 
obtiene al cabo de ¢ unidades del tiempo 

A p después de:comenzar.el proceso? 
4022. Un recipienté euyo volurneh es de 
100 1 contiene sálmuera que lleva disueltos 
10 кд de la:sal. En el recipiente entra el 
a agua, con la velocidad. de 3 l/min, produ- 
Fig. 69 ciéndose una mezcla que, à su vez, se tras- 
vasa, con la misma velocidad, al segundo 
recipiente, de igual cabida (es decir, 100 1) 
y relleno previamente de agua pura. De este segundo recipiente sa- 
le el exceso del líquido. ¿Cuánta cantidad de la sal contiene-el se- 
gundo recipiente ‘al pasar una hora? ¿Cuál es 1а cantidad máxima 
de la sal en el segundo recipiente? ¿Cuándo se lorga esta canti- 
dad máxima? (La concentración de la sal se mantiene uniforme 

mezclándose el contenido.) 

4023. La tensión y la resistencia de un-circuito van variando 
uniformemente, por espacio de un minuto, desde el cero hasta 120 V, 
y desde el cero hasta 1200, respectivamente (véanse los ejercicios 
3077 —3978). La inductancia del circuito es constante (1 henrio). La 
corriente inicial es de Jẹ. Hallar la dependencia-entre la corriente 
y el tiempo en el curso del primer minuto del experimento. 

4024*. Un estrecho tubo cilíndrico y horizontal АВ, cerrado 
hérméticamente, encierra el gas. Gira uniformemente, cori là.velo- 
cidad angular w; alrededor del eje vertical 00, que. pasa рог ano 
de los extremos del tubo, según lo-muestra la-fig: 69. ЕІ або mide 
Lom de longitud, su Sección transversal es de S cm, la masa del gas 
епсеггайо es M g, la presión dentro del tubo-en.reposo ез constante 
a lo largo de todo el tubo e igual a ру. Hallar la distribución de la 
presión a lo largo del tubo cuando efectúa el movimiento giratorio, 
es decir, expresar p como función de т. 
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Otros ejemplos de ecuaciones de primer orden 


En los ejercicios 4025—4037 hallar las soluciónes generales de 
las ecuaciones reduciéndolas a lineales u homogéneas efectuando el 
cambio de variables. 


mue i 241 
4025. у = pT, 4026. ve. 
4027. (z-I-y- 1) dz — (25+ 2y — 1) dy. 
NEL Phr 
4028. y E 4029, = y. 
4080. y => 4031. (1 —zy +2%2) de = at dy. 


4032. (zy? — 1) у + 2x = 
4093. yz (RE). 

4034. zy! + 1 = e". 

4035. (z* + y? + 1) dy + zy de = 0. 

4086. = de + y dy + = (z dy — y dz) = 0. 

4037. (2? + y! + y) de = z dy. 

En los ejercicios 4038 —4047 resover las ecuaciones de” Bernoulli 


4038. y' + 22у = 22302. 4039. y + Jat y=0. 
4040, y"=!(ay'+y)=x. 4041. saz = (2р) dv. 
4042. ху +y = уо з. 4043. у —ytgz+ycosz=0 
4044. y+ KE. 4045. zy'—4y—eV y =0. 
4048. ydy dr. 


4047. у = aeni, donde q(z) es la función dada. 


4048. Hallar la línea para la cual un segmento recortado en el 
eje de ordenadas por la tangente en cualquier punto sea proporcional: 
* 4) al cuadrado de la ordenada del punto de contacto, 

2) al cubo de la ordenada del punto de contacto. 

4049. Hallar las líneas dadas por las ecuaciones de 1a forma p — 
= f (9) para Jas cuales el área de los sectores limitados por Ја misma 
línea y el radio polar de un punto constante (ро, qo) y el otro móvil 
(p. Ф) de la línea, sca proporcional al producto de las coordenadas 
polares p y € de este punto móvil. El coeficiente de proporcionalidad 
es igual a 
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Ecuaciones en diferenciales totales 


En los ejercicios 4050—4057 “hallar las soluciones generales de 
las ecuaciones dadas. 


4050., (249 — т?) dz + (29 — 2%) dy = 0. 
zdy | ЖАНГ 
4051. rm (1) az. 
4052. edz + (ге — 2y) dy = 0. 1053. ya'-tdr--a" Iz dy = 0 
4054, ZEY _ ydr—zdy 
vare = : 


4055, icksins cos) jr 
QO£ÓEI M 


dy + sen y dy =0. 


z 

' соз? (zy) 

` 4056. (14D FP) ас (—1-- V Fy?) y dy =0. 
4057. (sen Z— eos +4) dz4- 


+H(Loos L— چ‎ son Ep) dy=0. 


Factor integrante” - 


En los ejercicios 4058—4062 hallar el factor integrante y las solu- 
cibnes generales de läs ecuaciones. 


4058. (2? + y) dz — z dy = 0. 
4059*.у (1 + zy) de — z dy = 0. 
4060. "(2 + y? + 22) dz +- 2y dy = 0. 
4061. az + (jj —n z) dy — 0. 
4062. (с cos y — y sen y).dy + (æ sen y + y cos y) dz = 0. 
4063. Mostrar que la ecuación lineal 22 4-Р (2) y=0 (z). tiene 
por factor integrante la función e! 2604, 
4064. Hallar el factor integrante dé la ecuación de Bérhóulli 
so Au POP VO. 
` 4065. Dotermina las condiciones para las: cuales Ja: ecuación 
Kz, Y) dz Y (2, Day = 0 


admita el factor. integrante de 1а forma-M. == F (z + у). 
4006. Determinar las.condiciones..para las дани, teciaclón 


Xt. y) az Y dy =0, 
diua Soto Intograni de la ortus M = E (61); 
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Diversis" problemas 
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En los: ejercicios 4067—4088 hallar las soluciones. generales de 


las ecuaciones. 


4087. у' = az + by c. 4068. ay; 3- by -+ су” = 0. 


(афу aa 
4069. у = 2602. 070. у یت‎ 
н.у 4072; y (4.2) =y. 
2zdr 02—312 


4073. 252 ق‎ dy=0, 

4074. Qu 4 zy?) dz (24 hj?) dy e 0. 

4075. (aket) dz (а® y!) dy 0: 
TENES 

4076. y a s 

4077. zdy-- ydz+ y? (z dy — y dz) = 0. 


re [t ne [ut 


4079. у =V y 2. 4080. ysonz-+y'tosz=1. 
4081. y —y-+y?cosz=0. —— 4082. | METI 


EZET 
4083. ду cos = y cos Z —z. 

4084. (zoos + y sen £) y dz+ (cos 
4085. V mag; ШУ 

4086. y — y' cos = y*cos z (1 — sen z). 


Я ET 
4087. Bye * + HH as. 


M = 
4088, (13-69) 22-е» (1 2) 4-0. 


узе 2.) жау =0. 


4089, Hallar la línea para la cual la subnormal еп cualquier pun- 
to séa a la'suma de la abscisa y la ordenada como la órdenada do oste 


pino es a la abscisa. ' 


090. Hallar la línea que tenga la propiedad do-que un segmento 
dela tangente en cualquier punto, comprendido entre el еје бг y la 
recta y = ax + b, se divide рог el punto de contaéto-én dos pártes 


iguales. ре 
4091. Hallar la línea рага la cual la distancia que media entre 
la normal en cualquier punto suyo y el origen de coordenadas y la 


298 Cap,-XIV. Ecuaciones diferenciales 


que media entre la misma normal y el punto (a, b) estén en razón 
constante e igual a k. 

4092. Hallar la línea para la cual la distancia que media entre el 
origen de coordenadas y la tangente en cualquier punto equivalga 
a la que media entre el origen-de coordenadas y la normal en el mis- 
mo punto, 

4093*. Hallar la línea que tenga la propiedad de que la ordenada 
de cualquier punto suyo sea la media porosa entre la abscisa 
y la suma de la abscisa y la subnormal trazada. hacia la línea en el 
mismo punto. 

4094. En el circuito eléctrico cuya resistencia es А = 3/28, se 
introduce uniformemente, durante dos minutos, la tensión (desde 
cero hasta 120 V). Además, se introduce automáticamente una induc- 
tancia de modo que el númoro de henrios en el circuito equivale al 
número con que se mide la corriente en amperios. Hallar la depen- 
dencia entre la corriente y el tiempo durante los dos primeros minutos 
del experimento. 


$ 2. Ecuaciones de primer orden 
(continuación) 
Campo de direcciones. Isoclinas 


4095. Sea dada la ecuación у = — 2. a) Construir el campo de 


direcciones determinado por Ja ecuación dada. b) Esclarecer la posi- 
ción del vector del campo respecto al radio polar de cualquier punto 
del campo. c) Hallar la forma de las curvas integrales de la ecuación 
valiéndose del campo de direcciones. d) Hallar las curvas integrales 
resolviendo la ecuación dada aplicando el procedimiento ordinario 
(es decir, separando las variables). e) Señalar la familia de isoclinas 
para la ecuación dada. i 

4096. Escribir la ecuación diferencial cuyas isoclinas sean: 

1) las hipérbolas equiláteras zy = а; 2) las parábolas y? = 2px; 
3) las circunferencias z?-L- y? = Rè; à 

4097. Hallar las isoclinas de la ecuación diferencial de’ la fami- 
lia de parábolas y = az”. Hacer un dibujo. Interpretar el resultado 
yeométricamente. .. . s 

4098. Mostrar que las rectas que. pasan por el origen de coorde- 
nadas son, isoclinas de la ecuación homogénea, y solamente homogé» 
nea. 

4099. Indicar Jas ecuaciones lineales cuyas isoclinas sean rectas. 

4100, Sean уу, Ya, ys las ordenadas de cualesquiera tres isoclinas 
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de cierta ecuación lineal correspondientes a una abscisa. Mostrar que 
conserva unTmismo significado cualquiera 'que ‘за la 


Integración aproximada de las ecuaciones 
diferenciales 


4101, Sea dada Ја ecuación у= 2 


El. Construir, де modo 
aproximado, una curva integral que corresponda al intervalo 1 < 
< 2 & 5 y que pase por el punto M (1, 1). 


4102. Sea dada l& ecuación y! = Ê; Construir, de modo 


aproximado, una curva que corresponda al intervalo 0,5 < z < 3,5 
y que pase por el punto (0,5; 0,5). 

2403. Sea dada la ecuación y' = xy? + 2°. Calcular y con dos 
cifras decimales, para т = 1, aplicando el método de Euler y to- 
mando en consideración que y es la solución particular que satisface 
а la condición inicial y | „ео = 0. P 

4404. Sea dadà la ecuación y' = V z-y* + 1. Calcular y para 
z = 2 aplicando el método de Euler y tomando en consideración que 
у ез la solución particular que satisface а la condición inicial 
V | e =0. Calcular y con dos cifras decimales. 


4105. Sea dada la ecuación у = 7 y la condición inicial 


Y о = 1. Resolver la ecuación exactamente y hallar el valor de y 
para т = 0,9. Luego, hallar este valor aplicando el método aproxi- 
mado dividiendo el intrevalo {0; 0,9] en nueve partes. Indicar el 
error relativo del ültimo resultado. 


4106. Sean dadas la ecuación y E la condición ini- 


cial y |x, = 0. Resolver la ecuación exactamente, y calcular el 
valor de z para y == 1 aplicando algün método aproximado para 
integrar las ecuaciones (comparar con el valor de z que haya sido 
obtenido en la solución exacta). ' 

4107. y = y? + zy + z*. Aplicando ol método de aproxima- 
ciones sucesivas hallar la segunda aproximación para la solución 
que satisfaga a la condición inicial y | = 1. 

08. y = zi? — 1. Hallar el valor de la ecuación dada, рага 
2 = 1, que satisfaga a la condición inicial y lx, 0. Siguiendo el 
método de aproximaciones sucesivas limitarse a la tercera aproxi- 
mación. Efectuar los cálculos con dos cifras decimales. 

En los ejercicios 4109—4116 hallar varios primeros términos del 
desarrollo en serie de potencias de las soluciones de las ecuaciones 
para: las condiciones iniciales indicadas. 

4109. y = P — ti y | x=. = 1. 
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4110. y азу 
ШН. y =з 


4112, у= E eti وا‎ =1. 


"C S 
4113. y = == سا‎ =0. 
4114. y = e + zy; у |ymo = 0. 
4115. уі == sen y — sena; y lao 
4116. y =1+2+22— 2% уш, 


A 


Soluciones singulares: Ecuaciones de Clairaut y 
Lagrange 


En los ejercicios 4117—4130 hallar las soluciones generales y 
singulares. de las ecueciones de Clairaut y de Lagrange. 


4117. y= зу + y”. 4118. y = zy! — 3y”. 
4119. you. 4120. z= zy + УТТУ. 


4121. y = зу + seny’. — 4122. ay — y = ln y. 

4128. y = y (= +4). 4124. 2уу = z (уз + 4). 

4125. у = уу? + Dry. 4426. y =z (1 + y) + y 

4427. y 1n (ey — y). — 4128. y = у (zz + 1) -- y. 

4129. y=y 240 V A— y^. 

î 1 0 

4130. 2=y (-77 3). 

En los ejercicios 4131—4133 'hallar'las soluéiones singulares de 
las ecuaciones aplicando el mismo procedimiento que el que se em- 
plea en el caso de lag ecuaciones de Lagrange y de Clairaut. 

ЗИ. у% — yy' Peri 0. 

4132. 2%y2 —2 (zy — 2) y" + y? —0. 

4183: y (y — 22) = 2 (y — 29). 

4194. Demostrar él teorema: si unà ecuación diferencial lineal 
es la de Clairaut, la familia de sus-curvás'integráles representa uh 
haz de rectas. А И 

4135. El атеа del triángulo engendrado рої ûna tangente a la 
lnea buscada y los ejes de coordenadas, esvun constante. Hallarla 

пеа, 

4136:"Hallar la línea cuyas tangentes torten,“en los ejes de coor- 
denadas, segmentos-cuya suma sea igual a 22. 

4137. Hallar la línea para la “cual el producto de las distancias 
que median entre cualqüier'tángente y dos puntos dados sea cons- 
tante. Б * 

4138. Hallar la línea para la cual el área del rectángulo que tiene: 
por sus lados tangente y normal en cualquier punto, equivale al 
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área del rectángulo ey Jado son iguales a p longitud de la absei- 


normal sea proporcional á-]à abscisa. А 

4140*, Hallar la línea para la cual е} segmento de la normal com- 
рыша entre los ejes de coordenadás tenga la longitud constante e 
igual a.a. 
V LIAE Lo velocidad de un punto material, en cualquier abria 
de tiempo, se diferencia de la velocidad media (desde que comenzó 
el movimiento hasta este momento) en una magnitud proporcional a 
la energía cinética del punto e inversamente трае al tiempo 
transcurrido desdo:que comenzó él movimiento., Hallar la dependen- 
cia entre el trayecto y el tiempo. 


Trayectorias ortogonales e. isogonales. 
Evolventes 


En los ejercicios 4142—4147 hallar las trayectorias ortogonales a 
las que so indican. 

4142. A las elipses cuyo eje mayor es igual а 2a. 

4143. A las parábolas y? = 4 (z — a): 

4144. A las circunferencias z* + ў? = 241, 

4145. A las cisoides (2a — 2) y? = 22. 

4146. A las parábolas iguales que tocan a una recta dada siendo 
el vértice de cada parábola el punto de contacto. 

A147. A los círculos de un mismo radio cuyos centros se encuen- 
tran sobre una recta dada. 

sa Hallar la familia de trayectorias que cortan las líneas 

= 2a (y — х V 3) formándosq el ángulo. a = 60°, 

nr Hollar las trayectorias isogónales de la familia de parábo- 
las y? = 4az, el ángulo formado es а = 45°. 

4150*. Hallar las líneas de propagación del sonido por el plano, 
si a lo Jargo de una dirección sopla el viento a la тоса constante 
a. La fuente del sonido es inmóvil y se halla en el mismo plano. 

En los ejercicios 4151—4154 hallar las evolventes de las líneas 
que se indican. 

4151, De la.circunferencia z? + у = Rê, 


4152. De la catenaria y — ani. 
4153. De la evolvente dol зде 

z = а (соз? + tsen D," = a (sen r= tros 1). 
4154. De la parábola semicúbica-y «38, $ ='—28, 
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$ 3. Ecuaciones de segundo orden 
y de órdenes superiores 


Casos particulares de: las ecuaciones de segundo orden 


En los ejercicios 4155—4182 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones que se indicañ. 
+ 4155. y =z + seiz 56. y" = arctg z. 
4157. y = In z. 4458. zy" = y. 
4159 y — y +z. 4160, у= 42 
4101. (1 +2) y +(y9+4=0. 
4162. a = ni, 
4463. YP c V. IG дауу = (WP H 1. 
4165. y” — 2 ctg zy = sen? z. 
4166. 1 + (y) = 2". 
4167. (y? + 2yy" = 0. 4168. ay — 
4169. y =—. 4170. у 
AIL. y + (ЭЎ 
4178. 2yy' — 3 (y)! = дуа. 
И y my + ha = 
75; y = ууу. 
dy 
4176. cosy: SE am (2) =% 
AITI. уу, — (Y Y 
4178. yy" — уу ln y = (y). 


(y = 0. 
4172. yy" = (y). 


итә. y my (2—2 y 5). 
4180. (= + amy. 
481°. yy = (UP + (^Y. 


4182, Dori qr =0, 


En los ejercicios 4183 A188 resolver las ectíaciónde mediantezina 
sustitución conveniente: уу’ = р, (y')* = p, zy! = p, — == р, eto. 

4183. ayy" + z (y) = 3yy’. 4184 ay" =y (el — 4). 

4185. yy" (0) =z. 4186. r.i y-2=0. 

4187. y ЖЕ — (а Ly) =0. 

4188. yy" =y Vw —y). 
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En los ejercicios 4189—4199 hallar las soluciones particulares. de 
las ecuaciones para las, condiciones iniciales que se indican. 


4489. y (224-1) = 22у"; glo. Y [0=3. 
4190. zy Hely Poy =0 Иг 2e pA LEE 
A91, re Tr Yl=o=0, у|ш:=4. 
4192. 2y'—39; + Vhe-2—1. We: —1. 
4198. yy! (PY); yhest, p enim – 1. 
A194. ру" = — Wher-i. p=. 7 
мз yt ei у=}, eri M. 
4196. y" = e; Y lemo==0, [ALIE 
497. 2(/*-y|(y—1: yl =2, Y lim — 1. 
4198*. ay" =(y—ay Y; уа 1, [ALIE 
4199. y = zy +y+1; leoi. V lo 0. 


4200*. ¿Cuál es la línea cuya propiedad consiste en que el radio 
de curvatura en cualquier punto es proporcional a la longitud de la 
normal? Considerar el coeficiente de 
proporcionalidad igual a k = —1, +1, 


—2, 42. 

4201. Hallar la línea para la cual 
la proyección del radio de curvatu- 
ra sobre el eje Oy sea una constante 
igual a a. 

4202. Hallar la línea que pase por 
el origen de coordenades y para la 
cual el área del triángulo MTP (véase 
la fig. 70) engendrado por la tangente Fig. 70 
on un punto M de la línea buscada, por ` 
la ordenada MP de este punto y por el eje de abscisas, y el área del 
triángulo mixtilíneo OMP, están en razón constante e igual al número 
(к>). 

4203. Hallar la línea para la cual la longitud del arco medida 
desde un cierto punto, es proporcional al coeficiente angular de Ja 
tangente al punto extremo del arco. 

204. Un punto de masa m es lanzado hacia arriba verticalmente, 
con la velocidad inicial vy. La fuerza de resistencia del aire es igual 
а Кї, Si consideramos la vertical como el eje Oy, para el movimiento 
dirigido hacia arriba tendremos: 


т e тр, 
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y para la caída tendremos: 


E 
map = —mg t, 


donde р = 3. Hallar la velocidad del cuerpo en el momento en 
que efectúa la caída. 

4205. Un hilo flexible y no extensible es suspendido por sus dos 
extremos. ¿Cuál sería la forma que adoptaso, en estado de equilibrio, 
el hilo bajo la acción de una carga distribuida uniformemente a lo 
largo de la proyección del hilo sobre el plano horizontal? Se pres- 
cinde del peso del hilo. 

4206. Hallar la ley del movimiento rectilíneo efectuado por un 
punto material de masa л} sí se sabe que el trabajo realizado por la 
fuerza que tiene la misma dirécción que el movimiento y que depende 
del trayecto, es proporcional al tiempo transcurrido desde que co- 
menzó. El coeficiente de proporcionalidad. es igual a К. 

4207*. Un rayo de luz, procedente del aire (índice de refracción 
mo) incide sobre un líquido cuyo índice de refracción es variable. El 
ángulo de incidencia formado entro la vertical y la dirección del rayo 
es a. El índice de refracción del líquido depende linealmente de da 
profundidad y es constante en el plano paralelo al horizonte, mien- 
tras que a la suporficie del líquido es igual a тү ala profundidad h, 
igual a mo. Hallar la forma del rayo de luz en el líquido. (El índice 
de refracción del medio es inversamente proporcional a-la veloci- 
Чай de la propagación do luz.) 


«Casos particulares de las ecuaciones de órdenes 
Superiores Ў 


En los ejercicios 4208—4217 hallar las soluciones gonerales de las 


ecuaciones. 
1 


4208. yn. 4209. |y" —cos2z. 
4210, yim, 4241. aft (Y 
4212. ду = yv, 4213. y" — (y. 
4214. yy" =3 (Y. 4215. yy"—yy =0. 


4216. y И) = Зу (Y. 
4217. (у-уу = (£y. 


Soluciones :aprozimadas 


4218. Al estudiar las oscilaciones de un Sistema material de ún 
grado do libertad, se presenta la ecuación diferencial de la siguiente 
forma “y” = f, (2) + f. (0) F fi (9) "Resolver esta ecuación gráfi- 
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camente, si 

DA: 

= li = 

у) = 

Y Тано = Y о .1ج‎ 

Ay” = yy 23; y وا‎ = 1, Y |а 

4)-Resolver esta ecuación gráficamente, 

2) Hallar varios primeros términos. de desarrollo de-la:solución 
en“serie*de- potencias: ы 

4220. НаПаг los:seis primeros términos de desarrollo en serie de: 

lá solíción de la ecuación diferencial y” = E 

las condiciones iniciales y |, =1, y’ lee = 0. ‚ 

4221. Haller la solución particular de la ecuación у” = z sen y”, 

buscándola en forma de serie de potencias, que satisface las condi- 

AN 


0 == V Y, fh) 05у еуі = 


hO =0, Ta (Y = 0, 1j — 0,1498 
1. 


— E que satisfacà 


ciones iniciales yaleip=0 Y Ду: (Limitárséya seis primeros 
términos.) 

4222. Hallar la solución particular y = f (z) de la ecuación y" = 
= zyy', buscándola en forma de'serie de potencias. La solución sa- 
tisface las condiciones iniciales f (0) = 1, f (0) = 1. Si se limita a 
los cinco primeros términos de.desarrollo, ¿son bastantes рага: cal- 
cular f (=0;5)-con“exactitud Hasta 0,001? 

4223. Hallar los siete primeros términos de desarrollo en serie 
de la solución de la ecuación:diferencial yy” + у + y = 0, que 
satisface las condiciones iniciales y |= = 1, у i-o =0. ¿Do qué 
orden infinitesimal es la diferencia y — (2 — z — 27") para = 0? 

4224. Hallar los 12 primeros términos de desarrollo en serie de 
la solución de la ecuación diferencial y" + yy" — 2 = 0, que:satis- 
face las condiciones iniciales y | y=p = 0, y’ {а =0. Calcular: la 

1 


integral j y de con exactitud hasta 0,001. Calcular y" 3 con 


° 
exactitud hasta 0,00001. т 

4225*. Un circuito eléctrico está compuesto de la inductancia 
L = 0,4 henrios y un baño. eléctrico, los cuales están conectados 
sucesivamente. El baño contiene 1 litro del 'agúa acidulada con un 
poco de ácido sulfúrico. La corriente eléctrica descompone el agua 
debido a lo cual cambian là concentración y, como consecuencia, la 
resistencia de la disolución en el baño. La tensión en los bornes se 
mantiené constante (20 V). La cantidad de sustancia desprendida 
durante la electrólisis es proporcional a la corriente, al tiémpo y al 
equivalente electroquímico de la sustancia (ley de Faraday). El 
equivalente olectroquímico del agua es igual 4:0,000487 gC. АІ 


20-0176 
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comienzo del experimento la resistencia de la disolución fue igual a 
R, = 29, la corriente inicial, 10 A. Hallar la depedencia (en forma 
de una série de potencias) entre el volumen del agua en el recipiente 
y entre el tiempo. 

4226*. Un circuito: eléctrico está compuesto de la inductancia 
L = 0,4 henrios y un baño eléctrico, los cuales están conectados 
sucesivamente. La resistencia inicial del líquido en el baño fuo 
igual a 2 ohmios. Un litro del agua en el baño lleva digueltos"10 g 
de cloruro de hidrógeno. La corriente eléctrica descompone el ácido, 
cambiando: la. concentración de la disolución (compárese con el ejer- 
cicio anterior en que cambia no la cantidad de sustancia disuelta, 
sino el volumén del disolvente). La tensión en los bornes es igual а 
20 V, el equivalenté electroquímico k del cloruro de hidrógeno es 
igual a 0,000381 g/C; la corriente inicial, 10 A. Hallar la dependen- 
cia (en forma de una serie de potencias) entre la cantidad del ácido 
olorhídrico en la disolución y el tiempo. 


$ 4. Ecuaciones lineales 


4227. Las funciones 2? y z* satisfacen cierta ecuación diferencial 
lineal homogénea de segundo orden. Comprobar que:constituyen el 
sistema fundamental y formar la ecuación. 

4228. Lo mismo, con respecto а las funciones e* y z*e*. 

4229. Las funciones z, z*, &* forman el sistema. fundamental, de 
soluciones de la ecuación diferencial lineal homogénea: de tercor 
orden. Formar está ecuación. ; 

4230. Las funciones z? y 2? forman el sistema fundamental de 
soluciones de la ecuación diferencial lineal homogénea de segundo 
orden. Hallar la solución de esta ecuación que satisfaga las condi- 
ciones iniciales y xe = 1, И lomo = 0. 

4231: Las funciones cos? = y зеп? z satisfacen cierta ecuación li- 
neal homogénea de segundo orden: 

a) comprobar que forman el sistema fundamental de soluciones; 

Б) formar la ecuación; ; 

c) mostrar que las funciones 1 y cos 2л son otro sistema funda- 
mental de esta misma ecuación. 

4232*..Si y, es la solución particular de la:ecuacióri 


+ VP (z) + yQ (0) = 0, 


entonces, 
«јене d 
^n 


у= Су 


(C:es una: constante) también ез la solución. Mostrar, esto aplicando 


tros métodos: Б 
1) probando directamente, 2) sostituyendo у = i2, 3) valiéndose 
do la fórmula. de Ostrogradski. 
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14238. Hallar Ла solución general de la-ecuación-(f — 28)" — 
= 22y!. -+ 2y + 0, conociendo-su solución particular y [o z y va- 
liéndose де Ја: fórmula: dol-ejercicio 4232, 


„050. Hosolver, la cóuación 'u/+-2 y +y=0 conociendo 80 solu- 
ción particular y = 202, Е 
4235. La ccuación (2z — 22) y" + (22 — Yy 2 (4 a) y= 
= 0 tiene la siguiente solución: у = е". Hallar la solución de la 
ecuáción' que “satisfaga las” condiciones iniciales у, = 0, 
V dem = 1. pes A р 
1286". Hallar la condición necesaria y suficiente pata quo la 
ecuación y” E WP (2) — 00 (2) = 0 tenga dos soluciones lineal. 
mente independientes y, e y; que satisfacen la condición yyy, = 1. 
4237*. Hallar la solución goneral de la ecuación 


a—22) y —2y 9y = 0, 


si su solución particular es un polinomio de tercer grado. 

En los ejercicios 4238—4240 es fácil dar con una solución par- 
ticular (sin tener en cuénta la solución trivial y — 0) la ecua- 
ción dada. Hallar las soluciones generales de estas ecuaciones. 


4238, y! —1gz=y'+2y=0. 4239. y —y +4 =0. 


22 21 

4240. y — 3 + =0. 

4241. Hallat la solución general de la ecuación 
ey” — Bay" + бху — бу = 0, 


conociendo las soluciones particulares y, = =, Ya = 2% 

En los ejercicios 4242—4244 hallar las soluciones generales de 
las ecuaciones no homogéneas. 

4242, aty" — ay + y = 412. 

4243. У— Am. 

4244. (3z + 22%) y" — 6 (1 + 2) y' + бу = 6. 

4245. La ecuación (1 + 2%) y" + 2zy' — 2y = 42? + 2 es sus- 
ceptible de tenerla siguiénte solución particular: y = 12. Hallar la 
solución de esta ecuación que satisfaga Hé condiciones y |, = 0, 


Y la = 


4246. Hallar los seis primeros términos de desarrollo en serie de 
potencias de la solución de la ecuación diferencial y” — (1 +.2?) у = 
= 0 que satisfaga làs condiciones iniciales y | = —2, Y” lso = 2. 

4247. Hallar los nueve primeros términos. de desarrollo en serie 
de potencias de la solución de la ecuación diferencial y” = zty — y 
que satisfaga las condiciones iniciales y [xo = 1, у lico 
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4248. Escribir en forma de serie de potencias la solución parti- 
cular do la ecuación y" — zy/ + y — 1 = 0, y leo = 0, Y” leo = 0. 

4249. Escribir en forma de serie de potencias la solución general 
de la ecuación y” = уе“. (Limitarse a los seis primeros términos.) 

4250. Escribir en forma de serie de potencias là solución general 
de la ecuación y” + zy' — z*y = 0. (Limitarse a los seis primeros 
términos). 

Ecuaciones con coeficientes constantes 


En los ejercicios 4251—4261 hallar las soluciones generales de 
las ecuaciones. 

251. У-у — 2y — 0. 4252 y" — 9y = 0. 

4253. y — áy' = 0. 4254. y —2y — у = 0. 

4255. 3y” — 2y' — Ву = 0. 4256. у +y=0. 

4257. y" +6y + 13у = 0. 4258. ду — Sy' + 5y = 0. 

4259. y —2y +у=0. 4260. 4 2-20 35. 252-.0. 

4261. 2y" + y + 2 sont 15° cos? 15°у = 0. 

En los ejercicios 4262—4264 hallar las soluciones de las ecuacio- 
nes que satisfagan las condiciones iniciales que se indican. 

4262. у бу +3y= уро 6, Ио 10. 

4263. y --4y' +29 = Wo, Ио = 15. 

4204. 4y" -- Ay --у = 0; yo 2, у leo =0. 

4265. Sea dada la solución paricular de cierta ecuación lineal 
homogénea de segundo orden, con coeficientes constantes y, = е". 
El discriminante de la correspondiente ecuación característica es 
igual а cero. Hallar la solución particular de osta' ecuación diferen- 
cial, la cual, junto con su derivada, se reduce a 1 para z = 0, 

4266. Hallar Ја. curva integral de la ecuación y” + 9y = 0-que 
pase por el punto M (л, —1) y que toque la recta y + 1 —z—x 
en este mismo punto. 

4267. Hallar la curva integral de la ecuación y” + ky = 0, que 
paso por el punto M (zo; Yo) y que toque la recta y — yo = а (ai zo) 
en este mismo punto. 

En los ejercicios 4268—4282 formar las soluciones generales de 
Јаз ecuaciones no homogéneas buscando sus soluciones „рат 
mediante la selección conveniente o bién aplicando el mi 
variación de las constantes arbitrarias. ` 

4268. 2y" + y — у = 26. 4269. у + a'y = e. 

4270. y'—Ty +6y=wonx, — AE. y'+2y + 5y = — cos2s. 

4272. y — by 4- 9y == 223 — 2:4. 

4273. V —2y + 2y + 2x. 421% у" + Ay — Бу =1. 

4275. y" — Зу +:2y = f (z), si f (2) es igual. а: 

1) 40075; 2) 3e; 3) 2 sen л; 4) 245 — 30; 5) 2£* cos $; 
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Di е т аа 8): 3z + 5 sen. 2s 
93 Pu 10) sen z sen 2z; М) sh z: 
4276. 2y" + Sy = f (z); sif (т) es igual 
1) 5ш5 — 2z — 4; 2) е*; 8) 29 cos z; 4) cos 


5) 0,1725 — 25 sen 2,5 2; 6) 292 senz; 7) 1002:е7* cosa; 
8) 3.0 т. 
4277. yt gl AA m foh sb f @) es mal as 


04 es 3) 322; 4) 2 (sen 9z + z); y ee 
senta; 7) 8 (2% + ® --.зеп 22); 8) sh 22; 
9) sh z «+ sen z; 40) е" — sh (z — 1): 
y^ TESS} сар) чш 
Pantis ; 2) —8 cos 3z; 3) cos 
5) сов z cos 2z; 6) 24 sen z; 7) ch z. 
4219. Ed — y + 5y = (2), si f (2) es igual = 


1) si ; 2)sen $ z; 3) e. 2:22:42; 4) it «C057; 


; 4) sen z — 2e; 


5) ¢ sonta; 6) 13 -cha 


4280. y'-hy+ctg?r=0. 4281. —»N yu 
4282. уу = f (z), si f (z) es igual a: 
1) ++: 2) ery T=; 3) Acoge”. 


En los ejercicios 4283—4287 hallar las solucionés particulares de 
las ecuaciones que satisfagan las condiciones iniciales que se indican. 


tm 
era 4y + бу +S me 1^ S ario Y lomo = —5,5. 
ON. + 10у = 104% + 18x + 6; Y | = 1, V. deo = 


4285. y” — y' = 2 (1 — 3); Y lxmo = 1, Y lume = 1. 
4286, y" — 2y =e (2° + æ — 3); Y lomo = 2, V. о 
4287. y” + y + sen 2z = 0; Y lua = V lema = 1. 

4288*, Mostrar que la solución particular y de la ecuación ayy” + 
-L ауу + азу = Ае?* (as, ау, a, son los coeficientes constantes, p 
y A son los números realos o complejos) tiene la forma ¿== e”, 


si p no es la sis de la ecuación característica y (1) = ag? + ar + 


+00; Ge ere, si р es la raiz simple do la ecuación corac- 
terística; 7 = + е", si p es la raíz doble de la ecuación carão- 
terística. 


En los ejercicios 4289—4292 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones de Buler. 
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4289. ay" — i^ + 2y, б. m PV + зу +у =. 
сте 


4292. Py” — 220. + ду + 2 — 22 = 0. 
4293. Si el eje del árbol de un turbina stá colocado horizontal- 
mente y si el centro de gravedad de un disco que lleva el árbol; no 


Centro de gravidad Y 


Fig. 7t 


está en el eje, la flexión y del eje del árbol (véase la fig. 71), al girar 
éste, satisface la ecuación 


E (az m v) vm gosatta, 


donde m es la masa del disco, a es ol número constante que depende 
del tipo de sujeción que se emplee en los oxtremos А y В; a es la 
velocidad angular de la revolución, e es la excentricidad del centro 
de gravedad del disco. Hallar'la integral general de esta. ecuación. 

4294. Un punto material de masa de 1 g efectúa.el moyimiento de 
repulsión a lo largo de una recta, desde un centro. La fuerza de re- 
pulsión es proporcional a la distancia que media entre el punto y el 
centro (el coeficiente de proporcionalidad es igual a 4). La resistencia 
del modio es proporcional a la velocidad di 4 movimiento (ol coefi- 
ciente de proporcionalidad es igual.a 3). Al comenzar el movimiento, 
la distancia entre el punto y el centro es igual a 1:cm, la velocidad, 
igual a cero. Hallar la ley del movimiento. 

4295. Una partícula de masa igual a 1 g avanza a lo largo dejuna 
recta hacia el punto A, bajo la acción de cierta fuerza de atracción 
proporcional а Іа distancia que media entre la partícula y el punto A. 
A la distancia igual a 1 cm actúa la fuerza igual a 0,1 din. La;resis- 
tencia del medio es proporcional а Іа velocidad; del movimiento о 
igual a 0,4 din a la velocidad de 1 cm/s. En el "momento £ = 0 la 
partícula se halla а 40 cm del purto А y su velocidad es igual a cero. 
Hallar la dependencia entre la distancia-y el.tiempo y calcular la 
distancia para t — 3 s (con exactitud hasta 0,01 cm). 

- Un punto material de maso тй se desplaza, a lo largo de la 
recta, del punto А al punto B, bajo la acción de la fuerza constante 
F. La resistencia del medio es "proporcional a la distancia que medie 
entre el cuerpo y el punto B. En el momento inicial (en el punto 4) 
es igual a f.(f < F). La velocidad inicial del punto: es igual'a cero. 
¿Cuánto tiempo tardará el punto en desplazarse de А'а B? (АВ = a); 
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4297. Un cuerpo de masa:igual а 200-g está colgado del-muelle. 
Al:ser extendido: éste en-2 cm, el-cuerpo fue satado del-estado de 
reposo y fue suelto. (sin velocidad inicial). НаПаг la: ecuación del 
movimiento del cuerpo considerarido'la résistencia del “medio pro- 
porcional a la velocidad del movimiento. Sí el cuerpo se desplaza 
a la velocidad 1 em/s, el medio ofrece la resistencia igual a-0;1ókgf. 
La' tensión del muelle al ser extendido en 2 ст és igual a 40'kgf. 
Se prescinde del peso del muelle. ES dum 

4298. Un zoquete de madera cilíndrico (S”= 100° отл = 
= 20 cm, y = 0,5 g/cm? ha sido sumergido completamente en el 
agua y'suelto sin. velocidad inicial: Considerandó que la fuerza de 
rozamiento es proporcional:a Ia altura de la parte súmergida, escla- 
recer cuál debe ser el coeficiente de -proporcionalidad Ё рага que 
sobre la superficie.del agua aparezca exactamente la mitad del zo- 
quéte, como resultado de la primera subida, _ E 

¿Cuánto tiempo (4) durará la primera subi 

¿Cuál es la ecuación del movimiento durante la, primera subida? 

2299*. Un tübo.l&rgo y estreclio:gira-alrédedor^de un eje verti- 
cal y perpendicular a aquél, con velocidad angular o. En el momen- 
to inicial, a la distancia a, del eje;:en el interiór del tubo hubo un 
pequeño globo de masa m. Considerando que en el momento inicial 
la velocidad del globo, respecto al tubo, era igual à coro, hallar la 
ley dol movimiento del globo respecto al tubo. E 

4300. Resolver el problema del ejercicio anterior suponiendo 
que el globo está sujeto al punto O con un muelle. La fuerza con 
que el muolle actúa sobre el globo es proporcional a la deformación 
del muelle, la fuerza igual a k dinas modifica-la longitud del muelle 
en 1 em. La longitud del nfüelle en estado libre es igual a ag. 


E Xe 
2 X 


+ . Ecuationes de órdenes superióres ^ 
En los ejercicios 4301—4311 hallar las soluciones generales de 
las ecuaciones. 
4301. y” 4-9 4302. yaY —13y" 4- 38y = 0. 
4303. ИТУ = 8y” — 16у. 4304. ТО = 1бу. ~ 
4305. y" — 13y' — 12у = 
4306. y — 3 + Зу —у 
4307. уту 4 2y" -y" 
4309. yu ру 0. 
4310. 64у УП 4 48D 4 1200 4- у” = 0 
ази. ےب صن‎ ym ja Lui I! de en. 
4312. y" = Yli=o=2, Y li=o=0, Y li=o=-—1. 
4313. y — Yl=o=0, Yl=o=1 Уо 0, 
y" lo — t, ИТ ао =2. 


= 0. . = 
4308. у ут, 
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En los ejercicios 4314—4320 formar las soluciones generales de 
las ecuaciones no homogéneas, buscando зиз soluciones particulares 
mediante la selección conveniente. o bien aplicando el método de 
variación de las constantes arbitrarias. 

4314. y" — 4y” + 50 — 2y = 22 + 3. 

4315. y" — 3y T 20 = e (4a? + 42 — 10). 

4316. TV) + By" + 16у = созт. 

4917. yan + pn + پا‎ = cos az. 

4918. УС) + у” = 22 — 4. 

4819. ИТУ) — y = ze" + соз г. 

4320. уй) — 2y" + y = 8 (e* + e) + 4 (sen z + cos 2). 

4321. y" + 2y" + y + 2e7* = 0; y leo = 2, 

Y lomo =1, Y deno = 1. 
4322. y” — y =3(2— 2h Y lomo = Y" سیا‎ ^ emo = d. 
4323. И Ta ecuación de Euler zy + zy" — y = б. 


$ 5. Sistemas de ecuaciones 


diferenciales 
dz dz 
=y—Iz, =2%-+ y, 
4924.1. | Ж 4324.2. | r 
Ar 22 45у = 0. dtes 
bf واو‎ 
a dy 
4924.8. 4 û 49244. | hm zy — n 
324 
dt Y de 
q =2—84. 
21, p 
4345 | L=—aty+ 4304,6. | р=т+у+» 
dcr \ ds y ar 
(las raíces de la ecüación caractbrística son у = 4, rs =2, 75-55). 
gcn ` 


4324,7 Heitz 
po 
(las raíces de la ecuación característica son r,—2, Ta ¿=3 -E i). 
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4325. | 
| pa 
4326. s 
ya == (1 =) 
f zy =y; 
4328. t: 8929, | pontem 
2=0 (zy. 
: 4331. ( à 
40% | у= (ay? 
de _ di 4% 
dG dm sen t, P LI 
4882. 4 qe Es 
TU cost. ж = 
dz , dy t 
Aux tt 
de de de 
4894. f 4385. ہے‎ 
de Фі у 
auci 


En los ejercicios 4336—4339 hallar las solucionés particulares de 
los sistemas de ecuaciones diferenciales que satisfagan las condiciones 
iniciales indicadas. 


= 
dz 
is 
? 2r 
ay1, 
,وود‎ 
=1 
4338. | U=24r—y, ipud. 
С: асар ҖЫ иы =2 limo - 0. 
(xe 


314 Cap: XIV. Ecuaciones diferenciales 


dr 

Ate 2 lio = — 1; 
4339. | Ai ez, Ylico=1; 

Lory 2 l=0=0. 


4340. Hallar la pareja de líneas que posean las siguientes propie- 
dades: a) las tangentos trazadas en los puntos de abscisas iguales, se 
cortan en el eje de ordenadas; b) Jas normales trazadas en, los puntos 
de abscisas iguales, se cortan en el eje de abscisas; c) una de las lí- 
meas pasa por el punto (1, 1), Ia otra, por el punto (1, 2). 

4341. Sean dados dos líneas: y = f (2), que pasa por el punto 


(0,1) e y = | 70) dt, quo pasa por el punto (0, i. 


Las tangentes trazadas a las dos líneas en 10 puntos de abscisas 
iguales, se cortan en el eje de abscisas. Hallar la línea у = f (2). 

4342. Hallar la línea alabeada que pase por el punto (0, 1, 1) 
y que posea las siguientes propiedades: a) al desplazarse cl punto 
de contacto a lo largo de la línea, la proyección de la tangente en el 
plano Оду describe la bisectriz del ángulo formado entre las direc- 
ciones positivas de los ejos Ох y Oy; b) la distancia que media entre 
la citada proyección y el origen de coordenadas es igual a la coorde- 
nada z dol punto de contacto. 

4343, Dos pequeños globos de sendas masas m, están ligados por 
un muelle muy ligero: (su alargamiento es proporcional a la fuerza 
de extensión). La longitud del muelle no extendido es /. El muelle 
fuo extendido hasta /, y luego, en el momento f = 0 ambos globos 
situados verticalmente uno encima del otro, comienzan a caer (se 
prescinde de la resistencia del medio). Al cabo de-un lapso de tiempo 
igual a 7, la longitud del hilo se reduce hasta lj. Hallar la ley del 
movimiento de cada uno de los globos. -> р 
4944. Un tubo horizontal gira alrededor del ejé vértical con 
velocidad angular. igual a 2 radiantes por segundo. Enel interior del 
tubo so encuentran dos pequeños globos de masas iguales а 300 g 
y 200 g, respectivamente, estando-más alejado del eje de revolución 
el que pesa más. Están ligados por*un muelle impondorable elástico 
y no extendido do 10 em de longitud. La fuerza de extensión igual a 
0,24 N actúa sobre el muelle debido a lo cual éste queda alargado en 
1cm. El centro de gravedad del sistema de los globos se halla alejado 
10 cm del eje de revolución, Los globos se-mantienen en la posición 
descrita por cierto mecanismo. En el momento considerado como de 
referencia para comenzar a medir el tiempo, la acción del mecanismo 
cesa, y los globos se ponen en movimiento. Hallar la ley del movi- 
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miento de cada'uno de los-globós-réspectó al tubo. (Se prescindo del 
rozamiento.) ML DE 

“4845. La: velocidad del «crecimiento de los cültivos-imicroorgá- 
nicos:es.proporciónal a-su cantidad. y a. la cantidad disponible dé 
sustancias: nutritivas (el -cocficieñto dé proporcionalidad. es igual a 
k). La velocidad de disminución de'sustañcias nutritivas es propor- 
cionál- a la cantidad disponible" de:micróorganismos (el coeficiente 
de-proporcionalidad es:igual a j). Al comienzo dol experimento:en 
la vasija hubo 4, microorganismos y B, sustancias nutritivas. «Hallar 
la dependencia entre la cantidad А de microorganismos y la canti- 
dad D de sustancias nutritivas; y el tiempo-(k 5» 0, k> 0). 

‚ *4946*. Supongamos que las; bacterias se multiplican;con-veloci- 
dad proporcional æ su cantidad disponible (el coeficiente de propor- 
cionalidad es igual а a), pero al mismo'tiempo elaboran un voneno 
que las va matando, con velocidad proporcional a la cantidad del 
veneno y a la cantidad de bactérias (el coeficiente de proporcionali- 
dad es igual a 5). Supongamos también que la velocidad con quo so 
elabora el veneno, es proporcional a la cantidad disponible de bacte- 
rias (el coeficiente de proporcionalidad es igual a c). Primero la сап- 
tidad de bacterias crece alcanzando oierto-valor máximo, pero luego 
decrece tendiendo a cero. Mostrar que para cualquier momento £ 
la cantidad У de bacterias se da por la fórmula 
n 4 

MPA 
donde M es el máximo de bacterias у el tiempo ¿so mide a partir del 
momento en que N = M, k es cierta constante. 

4347. Dos cilindros cuyas bases se hallan en un mismo plano 
están unidos abajo por un tubo capital у contienen un líquido, de 
altura desigual (Ну y И»). En una unidad de tiempo, cierto volu- 
men del líquido pasa a través del tubo, siendo proporcional a la 
diferencia. de'alturas, es decir, igual a о: (л, — h), donde « es.el 
coeficiente de proporcionalidad. Hallar-la ley que rige el cambio 
de la altura del líquido en los cilindros situados encima del tubo 
capilar, La sección transversal de los cilindros es S, y Sy. 


$ 6. Problemas de cálculo 


4348. Un aparato eléctrico calienta 1 kg del agua, siendo sumer- 
gido en su interior. La capacidad calorífica del agua sé considera 
constante y la temperatura inicial igual a 8. La resistencia R del 
aparato eléctrico depende linealmente de la temperatura 0: R = 
= Ro (1 + 0,0040), donde R ез la resistencia а 0° C (esta loy es 
válida para: lá mayoría de los metales puros). El termoaislamiento 
de la vasija es perfecto debido a lo cual se prescinde de la pérdida de 
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calor. Hallar la dependencia entre la temperatura 8 y el tiempo t 
en el intervalo 0 < 1 < T si: 

1) La tensión Æ se introduce uniformemente desde E = 0 hasta 
E = Ey, por espacio de T s. Calcular con exactitud hasta 1°, cuántos 
grados aumentará la temperatura del agua al finalizar el décimo mi- 
nuto si б, = 0°, E, = 110 V, А, = 100 y T = 10 min. 

2) La tensión cambia de acuerdo con la ley E = E, sen 100 at. 
Calcular, con exactitud hasta 1°, cuántos grados aumentará la tem- 
peratura del agua al finalizar el décimo minuto si Ө, = 0°, Ey = 
= 110 V y Ro 

4949. Una espiral cuya resistencia es igual a 240 calienta un 
litro del agua que cede, por su parte, su calor al medio ambiente 
cuya temperatura es igual a 20* C (la velocidad del enfriamiento es 
proporcional a la diferencia de la temperatura del cuerpo y la del 
médio). Se sabe que si la corriente se desconecta, la-temperatura del 
agua baja de 40° a 30° en 10 minutos. La temperatura inicial del 
agua es de 20° С. ¿Cuál será 1а temperatura del agua al calentarse 
diez minutos si: 

4) La tensión se introduce uniformemente desde Ej = 0 hasta 
Е, = 120 V por espacio de 10 minutos? La exactitud debe ser de 


0,1 


2) La corriente es alterna, la tensión cambia de acuerdo con la 

fórmula Æ = 110 sen 10011? La exactitud debe ser 0,1°. 
4350. Sea dada la ecuación y^ -1 — 22, Formar la tabla de los 
valores de la solución que satisfaga Ja condición inicial у, = 1 
dando а х los valores de 4 hasta 4,5 con intervalo igual.a 0,05. Los 
cálculos deben efectuarse hasta la tercera cifra decimal, 

4351. Para z = 1 calcular el valor de la solución particular de la 
ecuación diferencial y^ = y + т que satisfaga la condición inicial 
Vle=o = 1. Calcular las cinéo primeras aproximaciones jj, Yz, Ys 
Yu Ys (hasta la cuarta cifra decimal) aplicando el método do las apro- 
ximaciones sucesivas. Comparar los resultados. 


4852. Sé sabe “que la integral | e? de no se puede expresar 
mediante funciones elementales. Aprovechando que la función y — 


= e | en dtes la solución do la ccuación diferencial y" = 22у + 
è 
" 
+ 4; caloular | e= де. Aplicar el método de las aproximaciones 
% 
sucesivas y limitarse a la quinta aproximación: Comparar el resul- 
tado соп el valor aproximado calculado por Ja regla «de Simpson 
: y = f (2) es la solución de la ecuación diferencial y'= 
== y? —a siendo la «condición inicial у lso = 1. Hallar la cuarta 
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aproximación (у) aplicando el método de las aproximaciones suce- 
sivas limitándosoa tan cantidad де sumandos que:sea necesaria para 
calcular y, (0,3) 'cóh tres:eifras decimales. Luego, hallar varios pri- 
meros términos de desarrollo de f (х) en serie de potencias; calcular 
f (0,3) con tres cifras exactas después de la coma; considerando 
f (0,8) como resultado más exacto, evaluar ol error de y, (0,3). 

2354. y = f (z) es la solución de la ecuación diferencial y” = 
=£} dadas las condicionos iniciales y geo =f, y' | 50 0. 
Hallar f (1,6) con exactitud de 0,001. 

4355*. у = f (z) es la solución de la ecuación diferencial у 
= y — y + z dadas las condiciones iniciales y | = 1, Y” [x 
= 0. Hallagif:(1}24) con exactitud de 0,000001. 

4356*. y = f (т) es la solución de la ecuación diferencial y" == 
=2y — y +e* dadas las condiciones iniciales у |0 = 1, 
Y ео = 0. Hallar f (+) con exactitud de 0,0001. 

4357. La línea viene dada por la ecuación y = f (2). Hallar ek 
desarrollo de la función f (z) en serie sabiendo que satisface la ecua- 
ción diferencial y" = zy y las condiciones iniciales y |o = 0, 
Y ees = 4. Calcular la curvatura 'dé lá línea en el punto cuya absci- 
sa os igual a 1, con exactutud de 0,0001, 


Capítulo XV 


Series trigonométricas 


$ 1. Polinomios trigonométricos 


4358. Valióndose de las fórmulas de Euler sos z=- FE 
Pha E 
son susceptibles de ser presentadas en la forma de polinominos 
trigonométricos de n-ésimo orden. 

4359. Demostrar las relaciones 


demostrar que las funciones senta y cos" z 


P m 
| sen гсовтайг= | sen” zsen mz dz = 
С 2 2x 22 
= | eos zcosmada= | cos" x sen mdz =0 
D è 
si m>n (m y n son números enteros). 

4360. Mostrar que cada polinomio trigonométrico de n-ésimo or- 
den que contiene solamente cosenos, es susceptible de ser presentado 
en la forma P (cos q), donde P (т) es cl polinomio de n-ésimo orden 
respecto a z. 

4361. Demostrar la relación valiéndose de la fórmula de Euler 
(véase el ejercicio 4358) 

PEE 


cos q сов 2p+...+cosnp= = 
T 


4362. Demostrar las relaciones: 


1) cosp-+cos3p+ ... Ecos (2n — 1) o = RE 


Zs 
яф (09 
SEE EE. 


sen 


2) sen q+ sen 29- ... sen ng = 
P 
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4363. -Hallar los ceros de los polinomios trigonométricos 


sen Фф + sen 2p +... + епп 
y 
соз ф + cos 2p +... = cos ng 
en el intérvalo [0, 21). 
4364. Mostrar que el polinomio trigonométrico 


seu 4 2829 ip E 
en el intervalo (0; л] “tiene máximos en los puntos „т 7 
fr Qu — 1) Mr y mínimos en los puntos A, 
-— —— P 


si n es impar, 
ii 4365*. Demostrar que el polinomio trigonométrico sin término 
ibre 

Da (0 = а, cos ф + b, sen p+... + an боз по + b, sen пф 
no igual idénticamente а cero, no puede conservar el signo constante 
para todas las q. 


$ 2. Series de Fourier 


4386. Mostrar que la función y ==? seh $ , para 252 0 e y = O 
cuando z = 0 en el intervalo [—a, л}, es continua junto con su pi 
mera derivada, pero no satisface Jas condiciones del teorema de Di- 
пее, ¿Es posible desarrollarla en serie de Fourier on el intervalo 

—n, л]? 

Resolver los problemas de los ejercicios 4367—4371 en el supuesto 
de que la función f (z) es continua. 

4367. La función f (z) satisface la condición 


f(z +a) = —f (2). 

Demostrar que todos sus coeficientes pares de Fourier son iguales а 
cero (ay = а, = b, = a, .. 0). 

4868. La función f (2) satisface la condición 

f(z + л) =] (@. 

Demostrar que todos sus coeficientes impares de Fourier son iguales 
a cero. 

4969. La función f (z) satisface las condiciones f (—т) = f (z) y 
Hora =-—j (2). 


=bh=. 
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Demostrar que b, = bs = by =... = Oya, = ag = aq =... 


774870, La función f(z) satisface las condiciones 


Ho) = —i le) y fe л) = —fG) 


Demostrar que ay = а = as = ... = 0 y b mb mb mss. 


** 1871. La función f (а) satisfaco las condiciones: 
a) f(a) =f) yia) I f le) 
^ D) f(a) = —f (a) y f+ a) = f (a). 


¿Cuáles de sus coeficientes de Fourier se reducen acero? 


4372. Desarrollar la función igual a — 1 en serie de Fourier en el 
intervalo (—z, 0) e igual a 1 on el intervalo (0, л). 


, 4378. Desarrollar la función y = i — en el intervalo (0, л) 


en serie de senos. 
4374. Valiéndose de los resultados de los ejercicios 4372 y 4373 


obtener el desarrollo para las funciones y = z e y = zd «Indicar 


Fig. 72 


los intervalos para los cuales sean válidas las fórmulas obtenidas. 


4875. Desarrollar la función y = $ — £ en el intervalo, (0, л) 


en serie de cosenos. 
4376. Desarrollar la función y = z* on serie de Fourier: 1) on el 
intervalo: (я, луу.) en el intervalo; 0, 22) (véanse, Jas figuras 
y 78). ? 
Valiéndose de los. desarrollos obtenidos caleular las sumas de,las 
series: 3 
Е ecu 
Sm n Res 


1 
...+ چیو +... + چا چ + ای 


$ 2. Series de Fourier зи 


En los ejerciciós 4377—4390 desarrollar en serio de Fourier las 
funciones dadas.en los intervalos que se indican. 


+ Fig. 73 

4377. La función y == т? en el intervalo (0, л) en serie de senos. 

4378. La función y = z? en el intervalo (—x, д). 

4879. La función f (т) igual a 1 para —a < z < Û e igual a 3 
para 0 < 2< л. 

4380. La función / (z) igual a 1 en el intervalo (0, A) e igual a 0 
en el intervalo (h, л) en serie de cosenos (0 < h < л). 

4381. La función continua f (z) igual a 1 para z == 0 e igual a 0 
en el intervalo (2h, л) y lineal en el intervalo (0, 2A) en serie de co- 
senos (0 < h < л/2). 

4382. La función y = | # | en el intervalo (—1, 1). 

4383. La función y = e* — 1 en el intervalo (0, 2л). 

4384. La función y = е* en el intervalo (—, 1). 

4385. La función y = cos az en el intervalo (—x, л) (a no es 
wn número entero). 

4386. La función y = sen az en el intervalo (—x, л) (a no es un 
número entero). 

4387. La función y — sen az (a es un número entero) en el in- 
tervalo (0, л) en serie de cosenos. 

4388. La función y — cos az (a es un número entero) en el in- 
tervalo (0, 11) en serie de senos. 

4389. La función у = sh az en el intervalo (—a, л). 

4390. La función y — ch z en el intervalo (0, x) en serie de co- 
senos y en serie de senos. 

4391. Desarrollar en serie de Fourier la función cuya gráfica está 
ropresentada en la fig. 74. 

4392*. Desarrollar en serie de Fourier la función cuya gráfica 
está representada en la fig. 75. 
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Fig. 75 


4393*. Desarrollar en 'séfig de Fourier las funciopes cuyas grá- 
ficas están representadas en las figuras 76 y 77. 


Fig: 77 
4394. Desatrollar la función lj =a (x — 2) en serio de senos en 
el intervalo (0, л). Aplicar el resultado obiénido para calcular Ја 
suma dé A sorié à pem 
A i ба 
eo рр 


4395. Sea la función q (т) = (я? a. 


% 3. Método de Krilov. Análisis armónico 328. 


a)-Mostrar que se verifican las igualdades 
9 (a) = e (x), e (7x) = Y (л) y e (=a) =q" (л) 
[pero q” (—л) q” (л)]. 
b) Valiéndose.de; 105:тезшвадоз obtenidos. desarrollar la función 
¢ (z) en'serie de Fourier en el intervalo (—x, л). 
c) Calcular la suma de la serie 


1 1 —-4pn- 
ےن چیا پو ت ا‎ e 


$ 3. Método de Krilov. 
Análisis armónico 
En los ejercicios 4396—4399 mejorar la сёй наша de las so- 


ries trigonométricas haciendo que los coeficientes alcancen elórden 
k indicado entre paréntesis. 


- 

4306*. Y) ¿Ep вопла (=4). 
E 

4397*. У (ay són ni (6-2). 


nat 


, 4898, y) "рү cose (=4). 
es 


pa an 
nsen "= 


4399*. >] 


түгү Cos na (ku 5). 


=з 
4400. Las funciones f; (z) (£ = 1, 2, 3) son dàdas ón el intervalo 
10, 2л} por la siguiente tabla: 


11% 
5 


| "т, PEERS 
"uh ЕЕЕ ele аи p pp 


lala) ZE oo | о spa oa] 0,64] m 0,84] 


*44 [T 


E 


la (2) 


24 | 16 44-4 sa] ол [os | 16 


m 3,2 


Hállar la-expresión'aproximada de estas funciones en forma de un 
polinomio trigonomiéfrico de segundo orden, ' 


UL 


Capítulo XVI 


Elementos 
de la teoría del campo* 


Campo vectorial, divergencia y rotor 


4401; Hallar las líneas vectoriales del campo homogéneo A (Р) == 
= ai + bj + cle, donde a, b у c son constantes, 

24402, Hallar las líneas vectoriales del campo plano A (Р) == 
= —wyi + ozj, donde o es constante. 

4403. Hallar Jas líneas vectoriales del campo А (Р) = — 
— wyi + ozj + hk, donde o, y h son constantes. 

4404. Hallar las líneas vectoriales del campo: « 

1) A (P) = (y + 2) û — 24 — zk; 

2) A (P) = (z — y) û + (2 — 2) + (y —2) k; 

3) A (P) = z (Y —2)t— y Gp 2°) j + 2 (22 + y) К. 

En los ejercicios 4405—4408 calcular la divergencia y el rotor 
de los campos vectoriales dados. 

4405. A (P) = zi + yj + zk. 

4406. А (Р) = (у + 2) i + G* + 2) j + (a + yn К. 

4407. А (Р) = туз} + bel + дук. 

4408. A (Р) = grad (z? + iP + 2°). 

4409. El campo vectorial está formado por una fuerza que tiene 

el valor constante Р y la dirección positiva del eje de abspisas. Cal- 
cular la'divergencia y el rotor de este campo. 
; 4410. El campo vectorial plano está formado por una fuerza in- 
versamonte proporcional al cuadrado de distancia que media entre 
el punto de su aplicación y el origen de coordenadas, y dirigida hacia 
el origen de coordenadas. (Por ejemplo, el campo eléctrico planó for- 
mado por una carga puntual.) Hallar la divergencia y el rotor de 
este campo. 

4411. Hallar la divergencia у el rotor del campo espacial cuyas 
propiedadep'son las mismas que caracterizan el-campo en el ejercicio 


* Los ejercicios que contienen problemas roferéntes a las propiedades del 
campo escalar y su gradiente арагесеп en el $ 4 del capítulo X1. 
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4412, El campo vectorial está formado por una fuerza. invérsa- 
menté proporcional a Ја distancia que media entre 
aplicación y el eje Oz. pérpendicular a este eje y d 
Calcular la divergencia y el rotor de este campo. 

4413. El campo vectorial está formado por una fuerza inversa- 
mente proporcional a la distancia que media entre su punto de apli- 
cación y el plano 20у, y dirigida hacia el origen de coordenadas. 
‘Calcular la divergencia. de este campo. 

En los ejercicios 4414 y más adelante # es el radio vector, r = 

= [x |, su módulo. 

МАЛ. Calcular div (ar), donde a es el escalar constante. 

4445. Demostrar la relación 


div (pA) = q div А + (4 grad q). 


donde q = ọ (z, y, 2) es una función escalar. 
4416, Calcular div d (ra) y div > (ra), donde a y b son vecto- 
res constantes. 
4447. Calcular div (а x 1), donde а es un vector constante. 
4418. Sin pasar a las coordenadas, calcular la divergencia del 
campo vectori 


4) A (P) = 7 (ar) — 2ar”; 


1 
Ге" 


4419. Calcular la divergencia del campo vectorial 
афәт: 


Demostrar que la divergencia del campo es igual а cero solamente 


cuando 7 (13-1) =. si el campo es espacial, y f(lel) = ру, 


si el campo es plano, donde C es cualquier número constante. 
4420. Demostrar que 


rot LA, (P) + A, (Р)1 = rot А, (Р) + rot A, (P). 


4421. Calcular rot [yA (Р), donde y = «р (т, y, 2) es una fun- 
ción escalar. 

4422. Calcular rot ra donde @ es un vector constante. 

4423. Calcular rot ( х r) donde a es un vector constante. 

4424. Un sólido gira con la velocidad angular constante o alre- 
dedor del eje. Hallar la divergencia y el rotor del campo de veloci- 
dades lineales. 
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4425. Demostrar la relación * 
m (grad (Ав) — rot (A X n)) = div A, 
si m es un vector constante singular. 


Es sumamente conveniente aplicar el vector simbólico V (el operador:nabla 
‘Bo Hamilton) a Jas operacione iferenciales del análisis vectorial (grad, div, 
rot): 


а ә a 
Veg tur 


La aplicación de este operador a una u otra magnitud (escalar o vectorial) 
dobo sor comprendida до la manera siguiente: conviene efectuar, de acuerdo соп 
las reglas dol álgobra vectorial, la multiplicación de este vector por la magni- 
tud dada; Juego la multiplicación del símbolo 2. , ete., por la magnitud $ debe 
considerarse como la búsqueda de la derivada correspondiente. Entonces se tiene 
grad ш = Уш, ШУ А = VA; rot Alm Y X А. 

El operador de Hamilton es válido también para ser aplicado a las opora- 
iones diferenciales do segundo orden: 


i VV u == div grad u; уху u = rot grad u; 
VV (V4) = grad div A; V(V X A) = div rot A; 
YX (V X A) = rot rot A. 


4426. Demostrar que r- Vr^ == nr", donde es el radio vector. 
4427. Demostrar las relaciones: 

4) rot grad u = 0; 2) div rot A = 0. 

4428. ¡Demostrar que 


Я Duo Pu o, Pu 
div grad ıı = 27 + a t aT 


(Esta expresión se llama operador de Laplace y suele ser designada 
por Au, También puede ser usado el operador de Hamilton para es- 
cribitla en la siguiente forma Au = (VV) u = Vu.) 

, 4429. Demostrar que 


rot rot А (P) = grad div А (P) — AA (Р); 
donde AA (Р) = AA xi + AA, + АА,К. 


Potencial 


4430. El campo vectorial está formado por el vector constante :А. 
Verificar que este campo tiene potencial y hallarlo. E 

4431. El campo vectorial está formado por la fuerza proporcional 
a la distancia que media entre el punto de su-aplicación y el origen 
dé coordenadas, y dirigida hacia el origen de coordenadas: Mostrar 
que este campo es conservativo, y hallar el potencial. ES 
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4432. Las fuerzas del campo son inversamente: proporcionales a la 
distancia que media entre los puntos de:su :aplicación y: el plano 
Оту, y dirigidas-hacia el. origen: de coordenadas. ¿Es :conservativo 
este сатро? 

433. Las fuerzas del-campo son proporcionales al cuadrado de 
distancia que media entre los púntos, de su aplicación y el eje Oz 
y dirigidas hacia el origen el de coordenadas. ¿Es conservativo este 
campo? 

4494. El campo vectorial está formado por la fuerza inversamen- 
te proporcional a la distancia. que media entre el punto de su aplica- 
ción y el eje Oz, perpendicular a este eje y dirigida hacia él. Mostrar 
que este campo es conservativo y hallar su potencial. 

4435. El campo vectorial está formado por velocidades lineales 
de los puntos de un sólido que gira alrededor de su eje. ¿Tieno poten- 
cial este campo? е 

4436. Las fuerzas del campo son dadas del modo siguiente: 


A (P) = f (r) Z (el así llamado campo centrado). Mostrar que el po- 
tencial del campo es igual a 


ule, y, = | 10) dr e= VETPYS. 


Obtener de aquí, como caso particular, 
el potencjal atractivo de la masa punthal 
ya potencial del campo para el ejercicio 
4431, 


4437. Hallar el trabajo de las fuerzas 
del campo A (p) = zyi + yzj + zak al des- Fig. 78 
plazarse el punto de masa т a lo largo de — 
una línea cerrada compuesta de un segmento de la recta = -+ z = 1, 
y = 0, la cuarta parte de la circunferencia z? + y? = 1, z = 0 y 
un segmento dela recta y + 2 = 1, z = 0 (véase la fig. 78) sogún 
la dirección indicada en el dibujo. ¿Cómo cambiaría el valor del 
trabajo si,el arco ВА fuese sustituido por la línea quebrada BOA o 
por el segmento ВА? 


Potencial de fuerza de atracción*) 


4438. Sea dada una barra homogénea АВ de longitud 21 y de 
densidad lineal ô; situada en el plano Ogn y en el'eje O$ simétrico 
respecto al origen de coordenadas (véase la fig. 79). 


* Aquí (en los ejercicios:4438--4449) se tiene en cuénta là fuerza de la gra- 
vedad que actúa; de acuerdo con la ley de Newton. En voz de decir el «potencial 
de la masa» situada sobre (o dentro de) un objeto geométrico, diremos, para 
abreviar, el «potencial del objeto dado». 
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2) Hallar el potencial u (z, y) de la barra. 

b) Mostrar que las proyecciones X e Y de la fuerza de atracción 
sobre el punto P de masa m cuyas coordenadas son Ej= =, | =]y, 
son iguales a 

тиб 


Ф 1 
Хет (ggg), Y=- 


CB AC 
BE TPA 


y el valor de la fuerza resultante R es igual a R= 


fig. 79 


nM son (+), donde k es la constante de la gravitación 
(С es la proyección del punto P sobre el eje Og, « es el ángulo 
APC, p, el ángulo BPC). 

4439. Hallar el potencial de la circunferencia 2% -+ у? = ft, 
z = 0 on el punto (Е, 0, 2R), si la densidad en cada punto es igual 
al valor absoluto del seno del ángulo formado entre el radio vector 
del punto y el eje de abscisas. 

4440. Hallar el potencial de la primera espira de la hólice homo- 
gónea (la densidad es igual а 8) z = a cos t, y = a sen t, 2 = bt on 
el origen de coordenadas. 

4441. Hallar el potencial del cuadrado homogéneo de lado a 
(la densidad superficial es igual a 8) en uno do sus vértices. 

4442. En ol plano Оху viene distribuida una masa de densidad 
8, que va disminuyendo desde el origen de coordenadas mediando 


entre ellos la distancia p, de acuerdo con la ley 8 = p. Hallar el 


potencial en el punto (0, 0, В). (Considerar tres casos: В < 1, h = 1 
y h 1). 

4443*. Calculár el potencial de la superficie homogénea lateral 
de un cilindro circular: 

1) en el centro de su base, 

2) en el centro de su eje (el rádio del cilindro es R, la altura Н, 
la densidad superficial, 8). 

4444. Calcular el potencial de Ја superficie lateral homogénea de 
un cono circular recto (el radio de la base es R, la altura, H) ёп su 
vértice. 
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4445. Sea dado un: cilindro ¡circular homogéneo (el radio de la 
base es R, la altura,:Jf, la: densidad, б). 

1) Hallar el potencial геп el centro de su base. 

2) Hallar el potencial en el centro. de su eje. 

A446. Sea dado un cono recto circular homogéneo (el radio de la 
base es R, la altura, Н, la densidad, б). Hallar.el potencial del cono 
en su vértice. 

4447. Hallar el potencial de la semiesfera homogénoa z? + y? -+ 
+2 «А (а >0) cuya densidad en el punto А (0, 0, a) es-igual 
а 8. (Considerar dos casos: a > R y a < А). 

4448*. Hallar el potericial.del cuerpo homogéneo limitado por dos 
esferas concéntricas de radio R y г (R >r), respectivamente, y de 
densidad б, en ol punto que dista a del centro de Ja esfera. (Conside- 
rar tres casos: а > R, a< r, r < a< В.) Mostrar que si el punto 
se halla dentro de la cavidad. del cuerpo, la fuerza do gravitación 
que actúa sobre este punto, es igual a cero. 

4449. Hallar el potencial de la esfera maciza no homogénea 


y+ KR 
en el punto А (0, 0, а) (a > R), si la densidad 5 = Az", os decir, es 


proporcional al cuadrado de distancia que media entre dicho punto 
y el plano Озу. 


Flujo y circulación (caso plano) 


4450. Calcular el flujo y la circulación del vector constante А a 
lo largo de una curva cerrada cualquiera L. 

4451. Calcular ol flujo y la circulación del vector A (P) = ar, don- 
de a es escalar constante y т es el radio vector del punto Р, a lo lar- 
go de una curva cerrada cualquiera L. 

4452. Calcular el flujo y la circulación del vector A (P) = xi — 
— yj a lo largo de una curva cerrada cualquiera L. 

4453. Calcular el flujo у la circulación del vector A (Р) = 
= (2 — y) 1+ (y? + 2) j a lo largo de la circunferencia de radio R 
cuyo centro so halla en el origen de coordenadas. 

4454. El potencial del campo de velocidades de las partículas 
de un fluido corriente es igual à и = In r, donde r = V z^ F y. 
Calcular la cantidad del líquido que sale del contorno cerrado L 
que rodea el origen de coordenadas, en la unidad de tiempo (el flu- 
jo) y la cantidad del líquido que pasa en la unidad de tiempo a lo 
largo de este contorno (la circulación). ¿Cómo cambiará el resultado 
si el origen de coordenadas se halla fuera del contorno? 

4455. El potencial del campo de velocidades de las partículas de 


un fluido corriente es igual a и = q, donde ф = arctg Ž . Determinar 
el flujo y la circulación del vector a lo largo del contorno cerrado L. 
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4456. El potencial del campo de velocidades de las partículas 
de un fluido corriente es igual a'u (z; y) = z (z* — 3y"). Calcular la 
cantidad del líquido que pasa on la unidad de tiempo à través del 
segmento de la recta que une el origen de coordenadas y el punto (1,1). 


Flujo y circulación (caso espacial) 


4457. Demostrar que el flujo del radio vector r а través de cual- 
quier superficie cerrada es igual al volumen triple dol cuerpo limi- 
tado por esta superficie” 

4458. Calcular el flujo del radio vector a través de la superficie 
lateral del cilindro circular (el radio de base es А, la altura, ZI), si 
el eje del cilindro pasa por el origen de coordenadas. 

4459. Determinar a qué será igual el flujo del radio vector a tra- 
wés: дө ambas bases del cilindro del ejercicio anterior valiéndose de 
los resultados obtenidos en los ejercicios 4457—4458. 

4460. Calcular el flujo del radio vector a través de la superficio 
lateral del cono circular cuya base so encuentra en el plano хОу y 
el а i con el oje Oz. (La altura dol cilindro es 1, el radio de 
base 2). 

4461. Hallar cl flujo del vector А (P) = zyi + yzj + ázk a tra- 
vés de la línea divisoria do la parte de la esfera a? + y? + 2® = 4 
«que se halla on el primer octante. 

4462*. Hallar ol flujo del vector A (P)=yzi + 23) + zyl a 
través de la superficie lateral de la pirámide cuyo vértice se halla en 

unto 5 (0, 3 2) y cúya baso es el triángulo de vértices O (0, 0, 0), 
A (2, 0, 0) y B (0, 1, 0). 

4463. Calcular la circulación del radio vector a lo laygo de una 
espira AB de la hélice z = û cos і, y = a sen t, z = bt, donde А y 


B son los puntos que corresponden a los valores de los parámetros 
9 


2n. 
4464. Un sólido gira con la velocidad angular constante o alro- 
.dedor del ojo Oz. Calcular la circulación del campo de velocidades 
lineales à lo largo de là circunferéncia de radio R cuyo centro $e halla 
en el oje de revolución y el platio es perpendicular al eje de revolú- 
ción en el sentido de la revolución." ` 
4465*; Calcular el flujo del rotor del campo:de vectores А (P) = 
= yi + 2j + ah a través de la superficie del paraboloide de revolu- 


ción 
252 (la — у) 
recortada por el plano 2 = 0. 


Respuestas a los ejercicios 


Al capítulo I 


1. Todos los números п portenecén a la série natural, excepto n =4 y 
к Sia soma de los ángulos es S y el nümerordo lados n, so tiono 5 = 
= a (n — 2). 

4. a) Para z= —2, ze {, z= б la función se reduce a 

b) para z < —2, —2 <z C 1,2 26 la función es positiva; 
c) para 1 < = < 6 la función es nogativa. 


1 ab? ^ 
6. . 18m . $ ba پم‎ 
Uy. qe RR 


1 
9$ £0) —% (0= —05 1&0: ft-325 1 (—ф)=—% 


(VD = 084%... |r (5) | ®@=®% e teo 
Ф (2) = 0; e(-2 = 4; Ф (4) „á; f (4) no existe; q (—1) no existe. 
. 14) — 0; = a? — A + Ba -p 3; f(a — 1) = 
- oa [is За Mer (2а) = i 2. ) PEPA i 
и. Ost; Р@=%; Р) Rsg: РОЗУ 


(1=; V04: т @ =! (= 


128 
Q (z) = 25-2 para 2» 0 y p(z) = 27. рма = <0; p (—1) + F (1) = 1. 


12. $(0=0; (Dm; эр(—1)= 
(ај аа. 

18.70 (8) = t 4-45 lp (AF = + 2AD 

20. La relación Ll es igual a la tangente del ángulo formado entre 


la secante que раза por los puntos (a, f (a) Y (buf (4)), y el sentido positivo del 
eje Oz. А 

22. а) зр = 0, 2, = 2; b) z = —1, 24 = 3. 

28. n = —2, z1 = 5, ا = وھ‎ 

24. z = a siempre será una raíz. 


БЕСЕД 


332 


29. а= рр 10 (poniondo sen 0,5 2« 0,48); b=1; 


Hln 6 am pig SiO; =1 es Od) (=0, Et 


+2, 30. у= (z241). 30. у= zrl: 32. y V a ET. 

33. ue V TF dg sin zj. 34. ve sen (142). 

35. 4) y = v, v= sen z; 2) y = v, v= u’, u = z + 1; 3) y = lgo, 
эга tgz; 4) y= u, u = sen v, p = 22 -+ 1; 5) y = 5u, u 12, v= z- 1. 

36. a) -pi 3) 0; c) sen 42; d) —son 22 cos? 2л; e) 2" — 34 4- 325 — 223 + ш; 
1) 0; g) sen (2 sen 22). 

38. 4) y V I=; э-ү, з) y= F=; 4) ut; 


зур 1985, o y 200 4, 7) ye (2347) = log (222) 
zt 

iz 

39*. Scan z >O e y >O, entonces se tiene y -- y —2— г 6 у= = 
(la gráfica es la bisoctriz del primer ángulo coordenado). Sean т >0ey <0, 
entonces se tiene y — y — z — z = 0; z = 0 (la gráfica ев el semiejo negativo 
Оу). Sean z «0 e у > 0, entonces se tiene y -+ y — z+ z= 0; y = 0 (la 
gráfica es el semicje negativo Oz). Sean z < 0 © y < 0, entonces so tiene y — 
— y — z + z = 0, que es la identidad (la gráfica es el conjunto de todos los 
puntos interiores del tercer ángulo coordenado). 


8) у= Arccos. 


E 


IDE аер ШЇ 19 |20 


10006000005 


"Réspuéstás al cáp. I 8 333 


43. 3i f (s) es al. тию del segmento А M, se tiene f (2) = 2z para 0. z < 
«519 ratge 1) para 1 <= <3, f (2) = 22 para 3 Се <4. 


2 02 «cR. 


Ao 
AT. 022622» AEE — e 275.0: 5) todo el ejó nu- 


ёр oxcopto loj putos 126) и ual Шү numérico; 7).no está determina- 
do sólo para z = 0, z EX sje nh márico except los puntos 
Z9) A <= i 10) 


x < oo; 14 
z41yB8z- nel Sanio [^ ТИКЕ ГИ САТУ 
E — o i 2 <1у2 <х < оо; en el intervalo f1, 2] la función Ej está iei 


mida; 13) —4 < x < 4; 14) 1  z € 3; 15) 0 z < 1; 10) << 


DOSES: 18) —1 & x & 19) — o < <O; 20) no tiene sentido; 


2041 sed 22) 2kn < = < (2k + 1) n, donde V us ат 29) 2л < 
<a € (+ 1) n, donde k es un entero; 24) 0 <z <1y1 <= < 


48.1) —2 <a <0у0 <: <; 2) —£ «9:3 1 & 2 <4; 0 


Фа KL <s < 5015) ol dominio de definición consta sólo del guion e " 
<ђуГ<2<2;2 <: < ;1)3—2л <= CBB < 

<4 3) SLU ск йш crm ФЕ + 1) x, donde k es 
un entero; 10) 4 <z < 5 y б <z < ce; 13) no estú definida en parte alguna; 
071521724 13713) todo ok eje numérico; 14) 4 & z < 6, 15) 

Sec 

49. 1) Sí; 2) son idénticas on cualquier intervalo que no contenga ol punto 
0; 3) son idénticas en el intervalo [0, оо); 4) sort idénticas en el intervalo 


o < 


50. 1) Por ejemplo, y= V ==; 2) por ejemplo, VIE 
7 
1 


3) por ejemplo, + +7 

ы. << Doc: <+ co parados ramas y 1 < z < + oo para 
otras dos ramas. 

52. — оо < z < оо. 

53. y para z > 2i y <0 para z <2; y Û para z = 2i 2 
paraz < 2yF > 3; y < брага2 < z <3; y = Ü para z; = 2yz = 
> 0 en el intervalo ( unión as аа о y 38 on list 
Задов (0, 1), (2, + o0 los intervalos (— co, 0) y (1, 2); y = 0 para 
ау == б, za = {ула = 2 Sy о perm a S£ 0: у nO paraa б, 

54, 1), 3), 8), 10), 14), 15) son pares; 5), б), 9), 12), 14), 17) son impares; 
2), 4), 7), 13), 16) no son pares ni impares.. 

$5.1) у= ) + 2( + 35: 2) y= (t — z) H (—2 س‎ 228); 3 у= 


—(sen 2z + tg z) + costó 


m en TENTE MELLE 


59. Las funciones 4), 5), 6)::8). 
60. Véanse las gráficas en las figs. 80 y 81. 


Fig. 84 


61, 1) En el Íitorvalo-(2- sa; 0) decrece, en el intervalo (0, + 09) crecer 
2) on вї intervalo (— es, 0) decrece, en el intervalo (0, - oc) conserva su valor 


constante, que: esi OCR; shemale. qe 
S. 1) ELvaloe máximo cs el адор minimo es б; 2) el valor máximo es 1, 
ol valor mínimo es igual a -—1; 3) el valor máximo es 2, el valor mínimo es 0; 


4 va soe volar mixtae, ino e. 
65. 1-2. в. a) pd zen; Ъ] 00,5 о 


©) 384 от. 67. Fw. 


га) == z4; 2) рва 1,910; 3) у= — 0124-8 


° 69. ауу p 08 cmi: 

70. S= 46,6 + 1,34. И. Y — 42 — 0,7. 
A Th др 6. 734 бу =, + TA. An چ‎ 
+ C75. El valar'finito уы 2а. 

; gráficamente so Busca purito de intorsección do la gráfica: de 

y = Q (2) Y ln recta perge d. 
Es пбссваг1 pibslar Ateición "que Jos: datos del problema Tlevan 
suprimido él signo de igüáldád.de la'siempre:válida relación | f (z) 4-9 (2) £ 
АЕ so verifica parar < 3 yx > 4. 

problema: puede ser Poland! cacon las gráficas de las funciones 
Ф =| ffe) eive ue БЯХ ТЕШ 

79. г < 2. Véase la indicación al ejercicio 7i 


Respuestas al cap. 1 = 335, 


505 -. sobre-el'intervalo (оо; —3); 


— i 245 "sobre el intervalo [—3; 3]; 
is sobro el intervalo [3; 6]: 


17 a. 
Aum == — 5: 8) ye5 pua 


E 
5 у= дт rar 


84;'4) y=8 para z= —2; 2) y=0,31875 para ш 


is =at 
а=} 4) yea! para 


=0; 8) > para ze 


$+. 87. 41m. 88. Cada uno a 50 em. 


89. Aquel cuya sceción áxial es un cuadrado. 
90.. Cuanto menor es la altura del cono, tanto mayor es su superficie late- 
ral. La función alcanza su valor máximo cuando el radio lê la base es iguola 7. „ 


ез decir, cuando el cono degenera en un disco plano. 
91. 42,5 cm. - 


92. La altura del rectángulo debe ser igual а la mitad de la altura del 
triángulo. 


93. El radio del cilindro debe scr igual a la mitad dol radio del corio. 


94. El radio del cilindro debe ser igual а E para Н>?И; pare 
H ns la superficie total del cilindro inserito será tanto mayor cuanto mayor 
el radio de su hase. 
"» P р 4 
95. 96. a [28723 «97. Еч 
98. El lado debe ser igual a 10 cm. 
99. El lado de la base y cada una de las aristas deben medir 10 cm. 


85, ata 86. а 


100. El lado del triángulo debe ser igual а AUT 


101. El punto buscado es (5- +)- 


0 
102. El punto buscado es (s 
0.2214 22210) ,اسک‎ mel: 3 105, net; 


A) کوک‎ 5) no tiene raíces reales. 


105. ту = —9, т, = 8. En la solución gráfica se busca el punto do intor- 
socción de la gráfica de la función ТЫЗ е) y de la parábola p? = T s 28. 

106. Sib? = Дас > 0 у а > 0, la Junción está definida en todo:el eje numé- 
tico excepto el intervalo y; < = < 74 dondo а y ze son las rafeos del trinomio." 
Parat L das > 0 y a <N la función está definida sólo cuando > <от < zu 


396. Rospuestás“al cap. I 


arte al; 3 
P QT  @ + 4) = 222 А Sa 3. 


„оша Zire : 
1088, Soa TEILT I =m, donde m es cualquier número real, entonces, 


(т — 4) 22 + 2 (2m — 1) z + e (3m — 3) = 0. El argumento z debe ser un 
número, real, por consiguiente, (2m — 0: — (m — 1) (Bme — c) > 0 ó 


44 — Зе) m? -Ь 4 (e — 1) m — (c — 1) 2-0, pero como m es un número real, 
esta desigualdad, a su vez, өз válida sólo cuando 
4—8e2 0 
4 (2—12 4-(4--- 3e) (e —1) <0, 
de donde 0 < c < 1, pero como e 5 0, por consiguiente, 0 < с < t. 
109. pv == 1748. 
110. Ln variable z es inversamento proporcional a v. 


111: La variable z es directamente proporcional a v. 
112. La cantidad de la sustancia desprendida cs inversamente proporcional 
al volumen del solvente. 


114. 4) para ze. y=4 (el valor máximo); 


para 2=5, =$ (el valor mínimo); 


2) para ze —1, (el valor máximo); 


рага 22, у= —2 (el valor mínimo); 
3) para 2-0, y=1 (el valor máximo); 


para 2=4, 


—2 (el valor mínimo). 


9) valg سک‎ 


qp $ 10) y —24 107-5 44) 


9 1 
a) واج‎ gir; 14) y= resem 


119. d= a, 122. 4 <= & 8; y=1 42%, 


агезеп y zz. 
=—0,5, s 

Y z, = 1,4, las démás raíces son imaginarias; z, es la abscisa dol 

úbica y lineal: у = 23 

1,24 = zf, ту = 3; es conveniente aplicar él cambio 

-Ё & seleccionando а de tal módo quo el coeliciente de 


126%, 
punto.do intersección de las gráficas de las funciones 


у= e E 
i лаа 


Respuestas al cap. І HEN 


4/2 se reduzca а cero; y luego. como en el punto 4); 3) тү = 4, ту = ту = 1; véase 
а indicación al punto 2); 4) = — —1, las demás raíces вой Anaginarias; véase 


1а indicación al punto 2 
127. 1) 1,465 ...; 2) =14,26 cm; '3) casi 6,8 cm. 
128. Si yı = 27, у= Y z, se tiene 
cuando n > 1 para 0 <z < 1 y < ye y pära d Cz < o y > 
cuando 0 < п <4 para 0 <z d 1yr > a y para i S2 SS n 
cuando —t <n < Û para Û <z (и < Ya, урага4 22 oo y > Ya 
undo dus pea eat и> Ya, y para 1 <= < о y X e 
nmn 


134. Los puntos de intersección son (1, 2); (3, 8%; (3, $): (4.5; 048). 

135. n = 45. 

130: Partiendo de la definición de las funciones hiporbólicas es posible 
demostrar qu sh (—2) == —sh z, th (—) = —th z, ch (~z) = ch z.. Estas 
funciones no son periódicas. 

140. уш = 0,8 para x > 0,4. 

141. La gráfica de la función es simértica respecto al origen do coorde- 
nados porque la función es impar. y= 


n* ` 
43. 1) Aet, Ta; 2) Am S To 3) А=4, T=; 
4) 4=2, T=4n; 5) 4=1, т<: 6) A=3, T= a 


¡Y й. 

ма. d) 2; Л; 13 3 
1 1 
; 6n; a 
4) fi 6% a TR 


146. El dominio de definición es (0, л). El área es máxima cuando 


Te 2л (4—19) А quio s frm o — fo игй yy 
товоо у —агсвоп ge > loto п—% А 


149. z=R (1—cos q)--a— 22 Rz sen? y, donde q—2nnt. 
451. 4) 210, 22,33 Ж 1,9; 2) == 


considerable se puede apreciar zœ & AF (а> 3j; 3) 220,74, 4) = 
220,9, 242,85, 24— 5,8; 5) existe un sinnúmero de raíces; 
poco menos que J, гу es un poco mayor que SE 
152. 1) 2л; 2) 2л; 3) 24; 4) 2. 
т 
153. 1) у= V 2 sen. (+2) 


2) yV 28 sen (+o), donde (gy = aresen 


490, za es un 


ес. 


1 


Y5-2y3 


22-0116 


338 - Respuestas al cáp. 1 ы 


155*. 1) El período es $. Sobre el intervalo [0, 2л] la función es susceptible 
de ser presentada de la siguiente forma: 
y=sen=+cosz sobre el intervalo [e i] 


у= вор a— cos z sobre el intervalo E : а] e 


y= —snz—cosz sobre el intervalo [а, $E], 


y= —son eos x sobre el intervalo [ S, га]. 


2) El poríodo ез 2x. Sobre el intervalo [0, 2л] la función es susceptible de 
ser presentada do la sigulente formi 


у= ш x sobre el intervalo [o +)- 


y=0 sobre ol intervalo (F, л], 
y= tg sobre el intervalo [x is. 


y=0 sobro el intervalo ($, 22]. 


156. 1) El dominio de definición está compuesto de una infinidad de inter. 
valos de la forma (2x1, (2n + 1 londe n = 0, +1, +2, ...; no es par ni 


impar; perlódica, el período es 2л. Sobre el intervalo (0, 7 ) el seno crece desde 0 
hasta 1, por consiguiente, lg sen z creco hasta 0 sin dejar de ser nogativo. En ol 
intervalo (9, x) el seno decrece desde 1 hasta 0, por consiguiento, decrece 


lg sen z, En el intervalo (я, 2л) el seno tiene valores MER UNES por consiguiente, 
la función lg sen z no está definida. 2) El dominio de definición está compuesto 


de puntos separados de la forma z = E + 2an, donde n = 0, + 1, 2, ... 


En estos puntos y = 0. La gráfica son puntos sueltos del ejo du las abscisas. 8) La 
función está definida gn todo el eje numérico, excepto lûs puntos x = a » donde. 
n= 0, +1, x2. 


а а (Lcos fb sen q) 
158, ое 2агова Jir. 159. yer arg TEE Te BET 3 
z (2a—2) 

160. amores [1 — Rr |. 
161. 2 —ї <<; 

2)0<х<1;3)0<х-<1; 4 — < z< 0; 5) 0 <z < oi 

б) => <z <0; DO << о; 8) — = <F «0 

8) — е £z <4 10) 1 <z < о. 
162. 4) —1 <2 < i; 2) 0 <z & 1; 3) — o <z < оо; 4) está definida 

por todas partes, excepto = = б. 

163*. El periodo es 2л. Véase la gráfica en la fig. 82. Indicación. Sobre el 


intervalo — $ <= <$ tenemos у == arcsen (sen z) = z de acuerdo con la 


Respúestas al cap. II 339 


Fig. 82 
definición dt la nisus arcsen т; Para obtener la gráfica de la función Sobre el 
intervalo 7. $^ <= <3% ponemos z= т — я, entonces tenemos z «n + s 
=> + << E , 


y = агсзеп (sen z) 


resen sen (z + л) = —arcson (sen 2) = e; 
y=a—z, ote. 
467. Vmax Z 15, Vinin = 5.5; la función роза del crecimiento al decreci- 
miento para z = ~2. Cero de la función: z = —3,6. 
169. y = gy (207 — 102 — 2) 6 у= —0,03124# — 0,252 + 8,844; ce- 


ros de Ја función: z, = —22,09, za% 12,09. Para obtenor raíces con exactitud 
hasta 0,01 los coefi tes deben i tomados con exactitud hasta 0,0004. 


170. =, 22 2,60 ст, za 
ER zi 


em. 
, za 2 3; las demás raíces son imaginarias. 
3. beleccionar à de modo que el cooliciente de 2 * se poduzca a coro; 
= 0,6, za AB. 
3,40, 2, 2029, z% 9,43; en goneral, s x 


474. z, zz —0,57, ру = —1,26; z, = —0,42, ya 22 1,19, 05 2: 0,46, ya = 
m OA EOM, ue. ат > ч x 


Al capítulo II 


176. lim un =1,2n>4 


177. lim un — 0; n> "i 178. n — 19 999. 
179. Vim. oy = O; n > 1000. La magnitud v, ora es mayor quo su limite 


ora тюр "ora. 2 a él (en este último caso para n = 2k + 1, donde k == 
20,5, 2... 


180. lim un = 1; n >14; alui. 
nm 


арасы 
181. n> VER анса 20, hi e>. 


; la sucesión un es decreciente. 


MELDE 


2 


340 Respuestas al cap. IT 


183. Ит о, = 0; v, alcanza su límite para л = m + 1, porque, a par- 


tir de este valor de n, o, = 0. 
185. 0.186. 1) No. 2) Sí. 
co iB» Cuando а = 0 este limito puede eer igual a cualquier número o no 
existir. 


190. 67 V TEE 2; 6-009025. 191, 5.23. 192 <. 


193, [|+ | < arem 099 ол. 


194. ут 
195. >y i-a, я ev: N 


196. n>, 

197. un es una magnitud positiva infinitamente grande si la diferencis 
la progresión d > 0, y negativa, cuando d < 0. En el caso do la progresión geo- 
шнда esta ascrción es válida sólo cuando el valor absoluto del denominador 
де la progresión es mayor que f. 


s ex; N=0, sl e. 


4 
sie. 


1 i 3000 
їй, —-рйру<5< ишу. << 
200. 5< ys 201. log, 0,99 — z < logo 4,01. 


202. M >10" 1019, 203, зеп т, cosz y todas las |funciones  trigonomé- 
tricas inversas. 205. No. Sí. 206. No. 207. 4) Por ejemplo, aum rt nr 
y an =2; 2) No. 

209. Si a > 1. la función no es acotada (pero no es infinitamente grando) 
cuando z > + se; cuando z > — co tiende a cero. Si 0 <a < 1, la función 


по ев acotada рага z > — os (pero la función no es infinitamonto grando). Cuan- 
do zx =F co, tiende а cero. Para а = 1 la función es acotada en todo el eje 


numérico. ч 
240: 4),-3) y 5) no; 2) y 4) sí. 


E quu Wm 

ш. v» (E) 

as vetu: Drei 9 у= е 
246*. Comparar un con la. suma de los términos dela progresión geomó- 


i X 4 1 
mag p goog 200.3. s si. 

222. J (z) = 9x para 0 < z < 5; f (z) = 4л para 5 < z <10; f (z) = л 
NET pun Лени касыр ү, 

223. а = 1. 224. А = —1‚ В = 1. 225. z = 2; z == —2. 226. 2/3. 


Respuestas al cap. II. ET 


senz 


227. La función y = tiene, en el punto т = 0, una discontinuidad 


0 


superáble, la función y = Ê tiene uha discontinuidad de segundo género 


(infinita). 
228. La función es discontinua cuando = = 0. 
229. La función tiene tres puntos de discontinuidad. Para т = 0 la discon- 
tinuldad es superable, рага т = +1 la discontinuidad es de segundo género 


(infinita). 
230. No. Si z+ 0 a lo derecha, f (z) =» 2/2; ж + 0 а la izquierda, 
19-908. s 
231. La función es discontinua cuando z == 0. 232. 0. 


234. No. Si т 1 a la derecha, y — 1; si z= 1 a la izquierda, y > 0. 
25: Six — Û a la derecha, gn f sl z “> O la izquierda; yr 1. 
£, Î. Та función es discontinua cuando == 0 (discontinuidad de primer 
пето), 
8, La función tiene discontinuidades de primer género en Jos puntos z = 
E 
SMA 1). 
38. Cuando z = 0 a fonción es continua; cuando æ y 0 la función es dis- 
continua. 
230. Las tros funciones son discontinuas cuando z es igual a uri ontóro (ne- 
gativo o positivo) o a cero. 
241*. Escribir el'polinomio en la forma z^ (teo +... +28) y ana- 
lizar su comportamiento para = —» zt co. 
244*, Construir, de modo esquemático, la gráfica de la función 


y- A analizando su comportamiento en los entornos de 
los puntos 24 Aa As. à 

245. 1. 246. 1/2. 247. 3. 248. co. 249. 0. 250. 0. 251. 15/17. 

252. 1. 253. 0. 254. 4. 255. 1. 256. 0. 257. 0. 258, 0. 259. 1 


260. 4/3. 201. 4/2. 260. —1/2. 268. —1. 


a 1 4 
2649, 1. Fljarm en que === 
208. 0. 209. 3. 21000. 271. 0. 272,0 


273. —2/5. 274. 1/2, 275. 6. 276. co. 

277. А. 278. оо. 279. 0. 280. m/n. 281. 0. 282. co. 283. 1/2. 
284. —1. 285. 0. 286. 1/4. 287. —1/2. 288. 100. 289. —1. 
290. 4. 201. ос. 292. 0. 

293. 0. 294. co. 295. 4. 296. 1/4. 297, 3. 


1 а 1 2 
298. zy » 81 2220; oo, sí z—0. 299. 3" 300. з 
эи. — 302. 2. 303+. DL. Sumar y restar uña unidad al 


ау л 2 
numerador. 304. —1/4. 305. Una raíz tiende а —c/t, otra, a оо. 
306. 0. 307. 0. 308. буа к=к оо, Si z ج‎ — оо. 309. 1/2, si x=. 


++ œ; س‎ o, si ج چ‎ — оо. 310. SET , si z+ oo; o5, b + ج‎ — oo. 
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+5/2. 312. 0. 313. 1. 314. 3. 315. k. 316. 0/8. 317. 2/5. 
318. D, si n >m; 4, віл joo. si n < m. 319. 2/3. 320. 1/3, 
321. 1/2. 322. 3/4. $23. оо. 324. —1. 325. 1/2. 326. оо, 327. 0. 
328. 1/2. 329. co. 330. —3/2. 331. 1. 332. 2/2. 333. 2/л. 


2sena vz si 
за, E. a. Ê. AN 
350%. 1 Poner arcos т=у. 351. $. 352 1, 353.1. 
Var e € 


7394 emh, 355. e, 356. e 

357. &. 358. 0, si z + оо; оо, si z — — оо. 350. co, si z— -+ o; 0, 
si z > — оо. 360, 1. 361. оо, зї z- + оо; 0, si2>-— оо. 

362. «2. 363. е. 364. 1/2. 365. к. 366. 1/a. 867. a. 368. 1/е. 

369. Іп а. 370. 2/3. 3/1. e. 372*. 3/2; sumar y restar una unidad al nume- 
rador. 373. 2. 374. 4. 375. a — b. 376. 1. i 
377. 0, si z= + оо; 00, si z- — оо. 
378. 1, si z = | оо; f, si z= — o. 
379. 1) a; 2) 0. si 4 +0; añ, si A =0 y a #0, y co, si A = a= 0; 
1 


FA 

380. 0, si z + -+ оо; — co, si £ +> — оо. 

381. Para a > 1ollimiteesigualai,siz > + co, e igual a 0, si z + — oo. 
Para a < 1 el límite es igual a 0, si z > + co, е igual a 1, ві z => — co. Рага 
а = 1 el límite es igual a 1/2. 

382. Para a > 1 el límite es igual a 1, si z > -- co, e igual a —1, si z +> 
— — œ. Para a < f, viceversa. Para a = 1 el límite es igual a 0. 

383. 0. 384. 0. 385. t. 

386. 0. 387. —cos а. 388. 1/12. 389. 1/8. 

390°. ZEF, Multiplicar y dividir por summ. 

391. 1/2. 392. 0. 393*. —1/2. Valerse de la fórmula arctgb—arctg a: 
1 „4 "m 
qo 1805". -р. Sustituir arcsenz por айс 
y recurrir а la inditación al ejercicio 393. 

396. oo, si n <i e, зі п 1, si n >4. 

397.* 4. Tomar la expresión 1 — (1 — соз z) en vez de cosz. 

398. —1/2. 399. 1/e. 400. e. 421, cab, 

402. v, es de orden infinitesimal superior. 403. и; y vn son magnitudes 
infinitesimales equivalentes. 405. Son del mismo orden. 406. Рага z= 0 ер 


b—a 
sartego 396. 


orden infinitesimal es distinto. Cuando = = “A las magnitudes Ay y Az son 


equivalentes. 407. No. 
408. De tercer orden. 409. 1) 2; 2) 1/2; 3) 1; 4) 10. 
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4) es infinitesimal equivalen: 1 equivalente; 6) 4; 7) os infi- 
тезине equivalente ) 2; 9) 2; 10) 4 [REOS 
415, 4/3. 416: 2nR5; 48°. 
418: La línea quebrada vieno aproximándose a la recta en el sentido de 
0 sus puntos se aproximan, pero йо ello no se deduce que la longitud de la 
nea quebrada tiondo a la lougitud del segmento. 


М9. в. 420, а, 7. 404, 2а (er). 


422. El segmento y el ángulo son del orden 1/2. 
Я pr E 3) 16,4: 40,4; 5) 0,558; 6) 0,145. 


04. 
1n 1,1 2204; In 1,2 x 0,2, 


Al capítulo Ш 


428. a) 5; b) 5. 429. a) ›=025 2; b) v 


а 


430. 75,88; 00,85; 49,03; 4805. 431. 53,9 T; 4949 E; 4928 E; 


40,05 Ж; 54909; ;وسو‎ veg. 


E. А g 
432. а) Aces ую; €) 4b Ez, donde 1 es la longitud del seg- 
mento AM. 


E. E. E MCN 
433.1) 05 Êy: 2) а) 35 E s E; e) ass E. 


calorías julios calorías 
434. 1) 4002 E =S 2) 08 


q-grados * 
435*. Introducir la velocidad angular media, luego, pasando al límite, 
obtener la magnitud buscada. 


fu 


donde # es el coeficionte de la dilatación lineal. 


440. 1) 56; 2) 19; 3) 7,625; 4) 4,261. 
441. 4) 4,52; 2) —0,249; 3) 0,245. 442. а) 6,5; b) 6,1; c) 6,01; d) 6,001. 
мз. f'()e10; f(—Y=-4; r(= )--s 444. 8; 0; 6; T 


445. зу == 0, г, = 2. 446. Para la función f (z) = x no es válida. 447. 1. 
448. баз, e, 2,303. м 
п ж 2, la 


454.1) 0; 2) 6; 3) 4) kı 
455. (1,1); ct —1). 456. 90, o; ТМ ii 457. No puede. 


458, amar, aa=aretg i 459. ah, aa=aretg Ê. 
00. arctgd. #1. y=122—10; z+12y—98=0; la subtangente es igual a 
т» la subnormal os igual а 96. 

462, Para z= 0 y para = = 2/3. 
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463.4) (2, 4); 2) (—8/2, 9/4); 3) (—1, 1) y (1/4, 4/46). 
466. 1) 6z—5; 2) 425—224+51—0,3 3) 2az--b; 4) н! 


зу 
0,4 os 2z 2m? 
Syra: ogan- We PX UA 
эт" Кү Р го б=т», 
-5 
40) ET 3 128724 5 AT 144) 22—15 


12 35% Vz +; 18) 94204; 14) 6(0—2) 


AC EOS 
A A y HW. cr 
Ag toe f (=2; £98; f (992,5 f (a) =302—21 f (02) = 


Ap 
s" Roy 19. y (1 4 3—42. 
ма. (= 5 (085 regii (E) =3 + ton 
A69. 13. 471. 1) 4:0—8:2-—8:40; 2) 1:4—101+-845—1242--44-+-8; 
1 ij., 1 (60 5 Miel 3 
3 (+4): а $E asy Eas 
va 
эшн кы ынып. 6) 2r (321—2812 449); 


3 зт 
àj EA qc 
2yz е 

1—4? 3—6 —1 

472. E . 473, [rz 474. Tem 
Mr ad—be 
Ша с жс ш 
áz 24 (93 —5) 6:2 

471. rn н 3 мык =. аш 479. -eF 


480. 2d 481. EE 482, 5 483. cime 
484. eie 485. A 7. i LE 
480. Nd 2—5). m „шш © (z—2) (GM 


Hüspuestas al сар. Ш 3: 
490, f (0) 0; j'()—6. 491. F Oei F'()e2: Fi. 
492. +; Р (=; 4m. #@=: "=. 
494. y (1)=16; roeie 


a. me 


495, p^ O р' (0=1. 


497, s'(0)—1. 

08, Din Bae ahb pear 2 (ê act added e 
= d. $8), —20 (1 —. 4) wa 2zyt9; 
“бг C Ss (al en бә „ФТ don E Ua 
8) o (ue) ( EOM :94 (sex) (s) ; 


4(«-+-1) 


шю ,ا‎ y рпа, 12) 24(22-++24-4)х 
х (223-4312-6413. 499. Iu 
8-08 1-— Ж 4 : 
sm Ей. solvi my. "^ туруу 
z A(1—2V3) mont 
a SRA NES 
_ 42-0 А Б 
эю. erg. E "t pem 
"UNE D MEUS iot. su, 26220) 
AZ [Ден е 
s2 XY ES ay 


^i 152 
из. A > 
ey aa syi 2 
514. u'(1)=0. 515, y" [E 516. 0. 517. cosz— senz. 


1—cosz—zsenz 
U= cos z) 


z—5nz-cosz 


518. I3 


519. 520. рсозф. 


1 
521. (асова вер a) ad: 52. р 


523, Sen zcbtos z-bz(enz—cosz) 
5 1-0. 
(U +tgz) (sen z+ z сов 2) —z sen z sec? z "e 
524. Е я 525. —sen 22. 
526, tghrsechz. 527. —sentz. 508. -son 22 (2>son z). 309, tg z- 


590. 2. S, 581. AS 532. 380083: 533, — sn p. 
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" 1 1 
584. 9 сов (324-5). 535. —  — 4. 536, М. 
(2+9) oszi VÍFZM 2008 m 
4 и 
cos -7 
537, —— 2. 538. cos(senz)cosz. 539, —12 cos? rsen 4z. 
П zos V îr% 
540. . зи. 
P. 1 z lig 
AV uen 
2z 


þa 543. 2 2) sen 22. 
VAYA 4 (1-4 sen? 2)? sen 22. 


sen 
544. a N (үтү) 
an “УШУ 


546. —3 sen 3z sen (2co83z). 548. arcsen z+- 


Vi=a* 
2 arcsen т 
зе. .کد‎ зо. IZ 55, 1 
Y Vi arcsen z. 
4 
с — —— 
{arcsen 2)? V 1—25 ^ 
353, sen z-arctg zz cos z-arctg z- bs ^ 
ssa pi amtgz , үх 
554. — . 555, 556. 0. 
aya т SE FR? 
1 212 aso, УТ T + zarosen z 
557. + 558, — дг. 3. Vüssss 
کے‎ z зи. += 
" rags UA Y A 
yi 2z 2 
562. — . 563. . 86. — i 
» yi-z-iu 142 ETE 
1 
2arctg $ 
cos a arcos a 
E 1992. e . 867. == A 
Mr TES VE 
1 
A 
(14-2) у (12) 
569, = 


аў/ (urcsn V 2:22) V OBE FD 


son a E-E a A 
0. ora ват api e AER 
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573. 2e logs z+ hp + 574, imr. 575. mn. 576. YE 
т. 2 na 578. sen z In z-z cos z In z4 sen. 

579. суту. 580. ==. 53t. р. 

582. 589, "е! (n Ina). 584. Via 


i] 24 ES 
58. DT. 580, у=. 587. ctga 588. CL Try. 
2 2 
ERNE CER чен MG 
sen ĉr arccos 2z У 1—42 


а 
592. er 593. n (14-12 sen zjn-! ctg z. 
594 
* z Togs = Това (logs 2) In 2m dln’ _ 
= ioo, бе aresen Ша +z) d 
асау Роу (234-23) Y 1= In (а 28] 


= 
ECL Ind 
س‎ + 598. 212. 599. 10* 1n 10, 600. ——— . 
12 Vi asen fT e 
nê sen ЕЁ 


601, 4-* (1—z ln 4). 602. 10% (1 -+z In 10). 603. ех (142). 
004. 12, 605, ы Ерке „ы 


. 501. 4 In? sen z-ctg z. 


597. 


. 606. e* (сов z—sen г). 


607. gir e z—c052). 608. 


610. 3z2—3* In 3. 611. 


ki 
sen х-Ьсозт (I z—1)1n2 „вт 
<=. =. рт. "e 


E 
‚ 642, e= (z241). 613. y. 


2yire 
2-10* ln 10 “an Р. 
бм. a 915. ET . 619. e (cos z+ sen = F-2 cosa). 


VER 
. —et, „4025-2 ). ك‎ . 620. 25 In 2-cos (22). 
SIT. — es, 618, 2-022110. 619. ¿7 n 2-008 (2), 
peresen к 


sen * cos z.1n 3. 2 MN үр д, 628, LE 
621. 370 cos z-1n 3. 622. З еп? z cos z-a'* ^ * Ina. VITE 


3.3» 1n 2-In 3. 625. s 
624. 23*.3*1n2-In у 


65%. сов (29-2) A (2 o3), 
627. —12.101—8894 3* In 10-sen? 3z cos 3z. 
(дах 4-5) e MTS 


E artt) V ie riri 
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29. “E атса (235) -235 
С, Тагор (pe 


631, ZA (4—5). 632. дей? [о cos (ог + а) — 08 sen (оғо). 


630. — 22627052, 


688. ii LA 634. 3sh?zchz. 635. thz- бж. т 


E UA 
637. aem 638. 2sh 2z. 639, sh (sh z) ch x. 640. ET 


3thz 


ehe Ё 
641, e" * sh 2z, NL 643, zchz. 644. cid 


1 
5. + 646. 
ы т AT т I-A 
вв. EVE sh 22+2 (2:2 V 31) ch 2 
5 3 . 


649. үр los 2) th — echa]. 


650, 2 (2 In 20). 651. ese (In? zin zÈ). 


652, (sen z)'9** = een Insenz). 658. (Ins (ÇÛ + Inn) . 
hz 


655, 2252 son 22 (342124 2z ctg 22). 


200008400841) quo 203-1 ln 
302—5) (+1 
572% — 3027+361, zl zin 2—2 


" 20(—2)(2—3) 
059. Узата E rael 


2 
(ln 


1 
ica Y 1—2 [(arcsen Vi 


rau addi d 663. (Y (Hen): 


ys-1 
604. 2 — (24In2). 005, (24-1502 Em pes In tn]. 
21.621 ¿TEEN (E 
0. aa Y EA сора 
668. ы . 069, PR——. 
ког (2-4) 2V1 V Spe V 2p2 
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2d 1-Esenz 3 
670. ETEF Suez) mp: 2: son 22 (00922). 


1+2 
“o, se + 674, — x 
TEATE 


675, 2 sen E cos Zz- cos sen 2z. 076, e005 = (боз z — sen? 2). 
T 23 


en. o єв. (1—2 p) 


679. S AE rye) 680. E 681, 2525225, 


2sen 2z “Esasen, 
e es سا‎ TÉ E Sent 


118 _ 

685, se. "rerit 686. — Ta БЕ ЕРИН 

687. ==> уз: 688. arcte V z+ gz 

689. س‎ 690. 290022 )n z. 
cos x TES = 

эн. ite. ложа өю. созт, 
rS az NETE 


694, senî 3z сов? З=. 695. Vus воб, —ianimmnz 1 


ex 142 V344V2V2+ 
EV EV SY EYE: e 


өз. سط‎ 2 son [2 (t ш» Jm 2z—cosz 


° (zi—senzjln3 " 
1 4 
ли, — "————Á— 
зуй zy И 1—4) 
1 
лоз, 
arcsen (la 2)4 УТЕ рч" 
р 
105. — —— + 
Vicsenz 
706, —о,8 (cose EL son ов) (se н 
vz z 
107. 40 E (11i). 708. ma 
тю, ل‎ 710. "um 
(742242) arcte piy 
ти. >i пэ, #®+%УӘ 


VA A AV 


350 


713. 


cigzincosz--tgzlnsenz izz 
ns, e T. V n. 


ША 


719, 
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enr 


—L— Mí 
2V (iF senta) 


25 
алака. 


жшк (V rem. ns. => 


== 


. 720, 10751 10 (tg2+ 


соз 


) 


n2. 


м 2senz 
721. sea (z son z ооз 2} сөз tendi). 722, сто улыт, 
z 
TE БЫ Таз le 
123, EV жтт 24. =p 725 2 I l 
T 2(2co8 2-1) 
А nm жы 
тв, — : y E m. y/ E . тю, LEF 
"Ray ia И az LN 
731, — соз 22. 132. == . 733. (02-1) sen тевх. 
31. —cos 2z. TE ` 38. 09а 
134. ecos s (Ьа sen 2), 735. TE GRIEF ° 
786. i0e* son 32. m. 922 arcsen z. 
так. سے س‎ a 2 а 
Way Wu уште 
qup, CSE son =) (He nu ei 
E Vds 


742. 


ES 


sen (z— cos т) (1 --sen z) 
OF (2—c05 2) 


ЁТЕ) 


55 Y @-+б6у)% E 


743. ех зеп x cos z (14 ctg л—3\ 2). 


ө. TFET 


arte VIT 


— ——— P 
@=-Е3)[2+ 1а 224-3] V 1410 (224-3) 


lo (1+sen 2) 


Lo po EA тав. тт 


i- heme т. 


(22—322. 
2V z2 


Viz 


40 
aya ibid vay 
ERA з 
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755. + a Eeva Е 
[mms 
state s+ in xk Р 
прн) yi—— Uwe 
ex arctg = 


al z 5 
ты, era] 


тё. (25— 


Ua mi cosz Г 3—2:—32 _ 3 
me | larum I 
tape ese 
760. 4 Y (33-7 a2)5. 761. (arcsen 2)2. 762. еба, 
4 T= 
0 y 
agg (408 T ы 1827 
766. (1822) ae 
344--10--20 
45 (2t--4) Y (2—5) аа UE 
төв, — — 
^ exp "Y Tp mn. 


А 24:3 (а 1) аъ лалы 
húmero impar. 770. р. 774. a) EA 


2n (nA) 4-2 (n2— 1) аля а) an 
AA 7^ n cmm 
de la suma z4pzt4-... z^. 


776. V T — y? eatoseny y 


+ Indicación: aplicar el valor 


solas 


FS sum ер vem 


180. o (а) = . 781. (Arsh z) =>; 


1 
214102 ()] е” 
(Arch 2)! = 


A+ 17! 
21 ü—y? 1-05 


А mi vi es 
185. + ZA + Tag Et 789. VI. 7€. — 
— 793. y. тм. 
z 
5. 2а y 
795. CI T2 aa: 7^ Vh 


z Bre Dar by? 
né A Er ala. 
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исон (z-- y) (cos (zy) —sen (zu) —1 z-i 
000. ова y) (costes) sen ay A+ 
1 VR UV: 
802. . 803. ==. 
TI su Tc (1—y 1—4) 
y—ay ln y sen (+ y) 1 +y sen (zy) 
= min. 86. чаев рус 9 О зей) c 


sny 


x ae 
807. — V 5 808. 7—y 
yiE y cos z--sen (2—0) 
810. сов" 8 “sen аа) ата 


812. Me. в. (2,4). 
816. y ár d 4 = 0; Sy — 2z + 15 = 0; la subtangente os igual a 4/2; 
la supurma es igual a — 
Le yel optar Б} = 0, = б, = 8. 
820. 181,5:409 erg. 821. 013 n 822. w= 2n E 


823. ۵= uot E la velocidad se reduce a cero cuando th РА 

pm 234. A CMS. ^o ¢ EA £45 ЕЗ. id y у —4). 

880: La tangente os cn 
=— (z — za) se 


Эй. Та tangento es — yo) = z — zai la normal es (y — yo) + 
Eres ange Zo (у — yo) = z — ze; or (y= и) 


832. La tangento es z--2y 4a; la normal es y=22—3a. 


pe - 5 ze 53 la normal es y — Yo = 


833. La tangente es yo = E EO (a zq); la normal es у= 
Yo (2a — 20) 
о (2a: ES ael). 


835. Le re son iguales a 2/3: 22/3 y —2z, respectivamente; las 
subuormales son iguales a dz; 3/2 y 1/22, respectivamente, 


896. (2-2 irm 
838. 272 — Зу — 19 = 0. = 0. 

840. 42 — dy — 23 = 0. ЭЗ. аб. > + 2 = O; z Hy = 0. 
845. (0, 4). 846. у = z. 848. z — y — Зе- = 0. 849. 2V5: 
850. (1 + Y 8/2; 1). 
857, 2z — y t d 0. 
858. Si y = f (z) es la ecuación de la curva dada, la ecuación del lugar geo- 


métrico eis ез y = 2f’ (2). a) La parábola y? = i pz; b) la recta paralela al 
eje Oz j = 5 } с) la curva Фарра» уу à — 2° + E = 0; d) la circunferencia 
аъ иа la 

859. 1) ф = 0, q. = weg f; 2) arete $. 862. 4) arctg 3, 2) 45°. 

861. 90°. 862. 45° y 90°. 863. arctg 3. 864. arctg (2/2). 


ta 837. 22—y+1=0. 
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865. Cuando i es impar la tangente es E = lonormal'es az—by = 
=a? — М. Cuando п es par las tangentos: son. 2. 
аз у= 

879. Ay — 1,401; dy — 1,4. 880. Ay = 0,1012; dy 0,13 


-=2, las, normales -son 


' 0;01 
Sii, отоо, 


14 
0061, Ly :000004, 
0,0526, | 0,0055, 


886. Ay 1,3; dye 1,4; Ay—dy 20,2; sed reas, 


887. a) dto, LEA % 5,88%: 
Y) уез, FETAL здам 


©) dye 6, = % =0,62% 
888. а) dy==4,8 ст; b) dy «6,0 сш?; с) dy=0,8 emt. 


0,425 5dr dz ra às 
859.0 S399 ر ;ین‎ AE 3 
Е "spei poA: ЕЕ; 

j de м pias 
ya, L——i 9-22 ds 
9 mys P аруу Д 
Shia (ntn) dz , 
و‎ -ir drn 10) EE. 
1 
н) [e+ e- VE) (44241) (22 + 
12) e 18) 3 => ; 14).3 (1222) (1—24) dz; 
IM 
i) Df as a EI аз ш am —2 99 In کے‎ ы 
18) и 19) Eh esci шеш Ре 
2sen q 


4 (zy resen т == He) es 
5 MEN 
а (vm mI 


290176 
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1 
FRA PE, 
(s Å. In 349 v уг. 
890. 1) -—0,0059; 2) —0,0075; 3) 0,0088; 4) 0; 5) 0,00287. 891. Ay ~ 
я 0100025; sen 30*1' з 0,50025. 892, 0,00582. 893, — 0,0898. 
э, ар — 529929. др, 


cos 2p 
895; 0,8406, 896. son 60° 03" = 0,8665; sen 60° 18' = 0,8086. 


0,995. 
900. aretg 1,02 æ 0,795; arctg 0,97 æ 0,770. 901. 0,355. 902. 0,52164. 
903. a) El cambio que sufre la longitud del hilo es: 24m DL a b) el cam- 


899. 


bio operado on la flecha es: dud. 


904, El ener producido а] calcular el ángulo por su sono os Ae, 
=1g2-Ay; el error producido aF calcular el ángulo por su tangonte es: Az = 


=g sen 22:4: (donde Ay, Az son los errores de las magnitudes y уг» = 
b т 


um la exactitud obtenida para el ángulo con ayuda del logaritmo de 
su tangente es mayor que la obtenida mediante el logaritmo de su seno. 
905. 0,3%. 9%. 1) dy 280068004. 
3V (O21) (FEF) 1 


D а= sen E 2d 3) ds —ds; 8) do ; 
(áu de 
; Dd 


2y: 

Es continua y deri 

305. La función Н à es continua por todas partes excopto los puntos z 

x7 f (2) existe y өз continua Tor todas partes excepto los puntos = 

‚ 2, donde no 

"910. Para z = e. doude k es cualquier entero. 

HIS UBL pero no es puo 

913. Es continua, pero no гез derivable, 

914. Ay y. Ал son las magnitudes de distinto orden infinitesimal. 

815. Bs iontinuá, pêro ho id derivable, 916. Sí; no. 947. a. 918. аше°®. 
ría con la velocidad v, = —2ro sen 29; la ordenada va- 

elocidad vy = —2ro cos 20, 

920. La velocidad de la variación abscisa es эк = p 1 + eos 0); la 

velocidad de la variación de la ordenada es b, = v sen Ф (ф es el ángulo formado 

entre ol еје йв ordenadas y el radio polër.déi punto). 


эм. صل‎ es — 0000125. 
922, 2 Unidades. unidades en el punto (35) y 2 SASS cn ol punto (3, 6) 


923. 2 en el punto (3, 4) y —2 Le el-punto (—3, 4). 
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924. En Jos puntos (3, 16/3) y (—3, —16/3). 
925: 40y 2av: 926. 2nv y Zary. 


927. 4nr?v y Bnrv. 928. Para т жаай y pes = ава 
929. Pt т = 2лк. 930. En 1/n* veces. 932. 
934. 1) 22 — 182 + 9y = 0; 2) $ = dates Dt PS 4 س‎ 

4) z= Arecos (I) F V y=; 5) усуе шл), 

935. acra rg 3) 42 чт 4) hi d, um, 


936. Pe эй, Zigo. 988. cip de. aie, oU 


949. y? Зв. 
EN BY = E + a A =- a; 3) t = 7/6 + 0/8, donde а es el ángu- 
lo formado entre la: tangente: y el ejo Oz. 

. 1) Las curvas se cortan en dos puntos formándose los ángulos a, = 


= a, = arctg {у æ 87° 127; 2) las curvas se cortan; en tres puntos formándose 


los ángulos c = aq = 30° y оз = 0°. 


y 


958. La longitud de la tangente es T= la longitud de la 


set 
normal es Nm | |; lo longitud de la subtangente es 5; 
est 
la longitud де la subnormal es DE: |. 
y y 
o. |r|: ll Тише y Туса. 
өн, 12), |2 [; Ivetgel y ике. 
908. z+ 2y — 4 = 0; 22—y—3=0, 966. 4z- 2y — 3 = 0; 2: — 
—у+ im 


0. 
965, y = 2, z = 1. 906. 1) áz + Зу — 12a = 0; 3z — áy + ба = 0; 


2 афи EY Luo RYT з niens. 
969. р = 2a cos t. 970. 8 = Ф, d = 29. 


974. 3; —3. 975. 1) 0; 2) 0; V 8; ~V 8. 
977. E 0. 978. sega ormare Z 0. 


979. p= C Ше зїг; quarag (2 ur. im ángulo 


formado entre la tangente y el radio polar es igual a jar: 
29* 
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980. La subtangente polar es Sp=-—£—; la subnormal polar es Sy 


de ов, E. 984, pl => 

аар O qeu. 9 pine 985, Уға. 

Mi эшк аи. AA 
vre-a y” Ez м 


Р yi p 4 
988. Узе 6 MERE эю. yt 
990. V T3- cos! = dz. 991. TC. 992, r. 

993. 2а sen, 994. За соз teen tdt. 995. a TFP dt. 


996. 4a son dt. 997. a clg tdt. 998, al. 999, a V SRI dt. 
1 vector de la velocidad está dirigido vorticalmento hacia 


1000. $ m/min 
abajo. ' 
4001, 10/28 = 51 km/hora; el vector de la velocidad es paralelo а la 
hipotenusa del triángulo rectángulo un catoto: dol cual es horizontal e igual a 


„у el otro es vertical е igual a 10 km. 
1002. 14,68 Xm/hora. 1003. 40 km/hora. 


1004, Ro (son a+ RE). 100, 0,43 m/e. 1008. 2. 
2 y sta + 
1007, --24:. 1008. 207 360. 1009. 360. 1010. 6 (5:4 + 6? + 1). 
4 9 
1011, Asen2s. 1002. Ж. 1018. 5. 1014. t. 
D an (n1) 
1015. e 1016. и 1017. 16a sen 24. 


ив. HERR. 1019; 26? (3: +228). 1020. E 


2z ГЫ 
шн. qpa tatge 1022. cemere. 


z Rs V 3 
EI E 


ios, S Sz iesms tr Т 
1025, -* A 1026. — E е 
ys quc 
a (a? —4) sen 2 T 
оп арат саны zb 
4029, алеах. 1030. (Res, © 


3091,'a7 sen (asi Ê) -kon cos (er +). 
1032, antem [22+ (n351) E]. 4083. ene: 


espüestas:aleap. I NE: 


оз. y چ‎ (oe. ай. CEDE, 
01 ni N 
NEC о (атаве 


1088. cn er]. 


usi. coo [ome - rel 


1040. 
bt nz irr res 
1056, meggyre 1057, Эту. 1058, GE. 


(3—2) ез ay 
1059. S. 1060. e == 


ы у MICE 
ii Mara MTS 


"у _ da p 
106. 065. — $ 
06. gj LU [rg 
1074, y 
1069, M 1070. e 011. —— OS 
cost t— 4 sen? t 
1072, — ш A 108. 1) egg tent 2) 0, porque z+y=0. 


1074, 1) 483; 2) — 12 Xy. 1075. Bi 1080, 16 m/s. 


1081, v=2:—4, E 1082. —22/18 cm/s?. 1084, —0,0015 m/s?. 
1085. 8 m/s2. 1088. 1) (22—879) sen s — 40x cos z; 


2) ex 3 C^ sen (x) 13) ara son (an F) + nant x 
LS 
xan [a+ (8 ipe (n—1) anx sen [50-2 ile (n4) xX 


x (n2) cct sin ar) 3- ]. 


1093. ул) (0) = 0; уап (0) = (1.8.5... (2n — £I 
1095. y-1 (0) = 0; узт) (0) = 2 [2-4-6 ... (2n — 2). 
2 


1097. т (mi —1) (m—2) 2-3 dz, 


— ا4ق 


xac Te 
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1102, —4 зеп 22 dal. 1409, + SASER 14518? у дуг, 


. 
4+ aya. 
7~ EST dii; 


2 


man 
. .کے‎ и.) Фу 
ast yt 
2) diy = —Ásec! 2:40. 
1106, f) diy = cos adf; — o 
2) dîy = ах cos (a7) In а diz — ах In а (ах sen ах — соз ак) dat; 
3) dy = at In a [cos E (bt - 98 їп a) — а® sen a9 In a] de, 


Al capítulo IV 


1110. 4) Es ol punto dcl máximo; 2) decrece; 3) cre 
minimo; 5) es ol punto del máximo; O) ез el punto del mínim: 
mínimo; 8) es el punto del máximo; 9) es-ol punto del mínimo. 

1112. En el punto z, = 0 crece, en ol punto zz = 1 decrece, en ol punto 
zy = —1/2 crece y en el punto zę = 2 decrece. 

4113. En ol punto z, = 1/2 decrece, crece en los puntos ту = 2yn-6 
el punto del mínimo es у = 

1114. Crece en ol punto z, = 1, decrece en el punto z; = — 
mínimo es zy = 0. 

1115. Decreco on el punto =, = 1/2, crece en ol punto x, = 1/2; el punto 
del máximo es ту = 

1125. Tres raíces pertenecientes a los intervalos (1, 2), (2, 3) y (3, 4), res- 


pectivamente. z 
Т sen Эа, — son 3н = Ba 2) cos ЭР, donde ai < Ê 
1128. al ina) — b (i E Ж». 
14429. aresen [2 (zo +-82)] —oresen 279 = 72555 , donde 29 <$ < roH Az. 


1135, Para x — 0 E tiende a cero кыс: no Жов los valores intermedios 


tic) el punto dol 
) es el punto del 


; el punto del 


sino tal sucesión de éstos para la cual cos £ tiendo a cero. 


1136. 0,833. 1137. 0,57. 1138. 1,0414. 1139. 0,1990. 1140. 0,8449. 
1141. 4,7853. 


11496, Le desigualdad necesaria es debida sl crecimiento dé lu función 
HE on ol intervalo (0, j~ 

И. ан eteco, (Сл, ду decrece, Gre) ге 

ДЕН Y decree (i, 0) crece, (0, 1) decrece, (1, oo) creco- 
182. (<от le) aretes {——1/5, 41/19) deorece, (11/18, го) crece, 


1153. (=) crece, (ies a) decrece, (a, 2 crece. 


— 00, 1) erece, Xj dee en 
— 29 Чесгесе, x und co, (i 4) en e, d. оо) decrece. 


i о 0) ӨЫ (о, 2) arode, (2, ac) decrece. 
0, D dessen, (L, e) deerece (e а) croce. 


Were Gd? sx cree (51/3, 22) dà 

^ trem. (5л/З, 2л) derece. 

1 LI y DES БО creto, ба/в, 85) do- 
crece, (31/2, 2л) creco. 
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1162. Crece de manera monótona. 1163. Crece de mai 


1104, (0, ho), creces ($-a, a) decrece, ©, ihi 
1465. jua, = 0 para z= 0, ymin = —1 para z > f > 
4166; —Ї rain 7:47 ра 
1467. O; pgs ™ 8/8 para- == 
1108, илеу = 2 para = = 0, ушл $ VT рага num 2. _ 
1469. Vix = тз Р == —8. 1170. ymax = 0 para т = 0. 
ATL ушак = O Para 24 0, уш ==`—2/3 рага zm di. 


та monótona, 


1172. ymin = 2 para z= 2/8. 1173: деу V 205/10 рага х = 12/5. 
1174. улау = Y E para = = 0, Ymi = 0 рага т = ta. 


4175. ymin == O:para.z == 0. 1176. Crece de manera monótona. 


' 8t sr 1 
177. Ymi g V18 рага 2, 


, шщ 0 para 2=—1 y para г=5. 


4178, уык=25 para zm, уш ED ne 1,76 рита көе. 
máx para mta — 37 - 


M79. ymar = 1/2 para z = 0, уш = 08 para а= 1. 


1180. уш, =0 para 20, Ip SEP. para eed. 


зле " 
1181, Ina? EE gag pora a= Ê, ggg md para 20. 


1182. vag sen j F рага sop. 
MENA V 8-- 12 —52-0n 
144 


x 
Vmin para a=. 


1183. ymar = Ї/л para z= 1, pmm = —1/л para z= 3. 
1184. Si ab <0, no existen valores extremos. Si abz-0 y a>0, 
Vins? V para z=% In 2.8 ab>0 y a <0, ге tiene Ymar = —2 V ab 
1 1 b 


=> 


para = 


1185. 13 y 4. 1186. 8 y 0. 1187. 2 y —10. 1188, 2 y —12. 1189. 10 y 6. 

1190. 4 y 9/5, 1191: 8/5 y —1. 

1192. El valor mínimo es igual a (a + 5)", el valor máximo no existe. 

1193. л/2 y —л/2 

1194. El valor máximo es igual a 1, el valor mínimo no existe. 
i 1 


1195, El volor mínimo es iguala ()' , el valor máximo no existe. 


1196. YI y 0. 1197. 7 y 0. 1208] 4 y 4. 1209. 1. 1210. 6 y 6. 
1211. 3, 6 y 4 cm. 1212. 3 cm. 1213. 1 cm. 1214. Y Zo. 


4245. El redio de la base es igual a la altura, igual a 


als] 
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1216. Н —2R. 1247. жүз, em. 4248, зя }/ E = 298950". 
1219. El lado es igual a 3p/4, la hase es igual a p/2. 1220. El lado os igual 
а 3p/S, la baso es igual a 4p/3. г TS AN 


1221. нүз. Áp. ama, ,ع‎ 2 те ү VE, 


1225. 20 km/hora, 720 rublos. 1226. Al cabo do 127 hora = 1 hora 38 


minutos. 
1227. La distancia que medie entre la cuerda y el punto A debe ser igual 
a 3/4 del diamétro de la circunferencia. 


4RV5 
1228, жук у жүк, 


1229. La altura del rectángulo es igual а ETE 


» donde h es 


la distancia desde el centro de la cuerda quo subtiendo el arco del segmento, R 
es ol radio del círculo, 
* 230. El radio do la basé del cono debe ser 4,5 veces mayor quo el del ci- 
го. 
4 


1231. AR. 4232. %49. 1233, 60°. 1234. ПЗ. 1235. y R. 
1237, FE" 1238, a V 2 y VV 2. 

1239. El área dol rectángulo os igual a 3 x el área de la elipso. 
1240. Por el э, e pi 124. ссу V5. 


1242. z = a — 
1243. Та sección ad ашаа М wir фак de senicirolo. 


1244. La longitud de la viga es de + m, el lado de la sección transver- 


ү s 


sal es de = 


1245. H 6 buscado es igual а la media aritmética de los resultados йо 
los cálculos: 


setas. . 


1246. Que dista, kı del campamento. 1247. A ara ву? 


ЎЛАТ 
la distancia 1-so divide por el punto buscado a razón de Vniyn. 
1249. 2,4 m. ы e 


kP > 
1250. а р раа qearelg d. 
га 
1251, 224,5. Y p 


оо а E у upy E, 
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„ pe. ZR , demde Z es la generatriz del cono, Tomar en 


can jue la diferencia. èhtro distancia que media entro el contro de 
Ja esfera y el vértice del cono, y el radio de la esfera es igual a la diferencia en- 
tro 10 altra del cono: y là altura de la<parto sumergida- dol segmento. ^ — - 


1254. R/4. 1255. R/2. 1286. P (p, x3. 
:.12635. 5. .. Como 1а función es constante (yf =}; su valor e igual al va- 
lor de la función dada para cualquier,valor de т, pes ejemplo; para z = 0. 
`4. 


1265... 4265. 0. 1267. раат 


а3 рага = + Santa =Ò Para ra. 


7 


E nis рата а=, Ld para. 220 y pora za. 


1269: уму = —2a para == 
1270. jig = su para = =:8/4. 

i para z= 1, Vmi = 1 para 2 = —1. 

1272. Ymm = 1 para z= 0. 

1273. Umax = 4l рага z= 2, gy = O para z= 0. 

A274. ymin = ¢ para z= e. 1275. y, sus 7 s pm з х= е 

1276. Para а = 2 es máximo. 1277. а = —2/8, b == —1/6. 

1278. Es convexa en el entorno del ponto (1, 11), н sl entarào dol 


а, Vmin = 2a pora з= a. 


8 convexa én el entorno del punto (3, л/4), сёпсауа еп el entorno 
del D oh а). 
з convexa en ol entorno del punto (1/02, —2/e4), cóncava en el on- 
tomo E unto (1, Ua 
287. El punto de inflexión es (5/3, —250/27). Los intervalos son: dole 
convexidad (- vo, 6/8) de la con vidad (5, 

1288. No tiene puntos;de inflexión, la тайса os cóncava. 

1280. Los puntos de inflexión son (2, 62) y (4, 206). Los intervalos gon: de 
la concavidad (= co, 2). de la convezidad (2, 4) de Ja concavidad (4, 

1290. Los puhtos de inflexión son (—3, 294) O4). Los ааа son: 
dela convexidad (— oo, —3), de la concavidad (— convexidad (2, co) 

1291, El punto de infloxión es (1, —1). Los intervalos gon: de la convexi- 
dad (— co, 1), de la concavidad (1, cc). 

1292. No tiene puntos de inflexión, la gráfica es cóncava. 

1293. Los puntos de inflexión son (—3а, 288/0), (0, Ó), (Ba, 94/4). Los 
intervalos son: de la coricavidad (— co, —3o), de la convexidad (—3a, 0), de 
1а concavidad (0, 3a), de la convexidad (За, co). 

1294, El punto de inflexión es (5, а). Los intervalos son: de la convexidad 
(— «o, b), de la concavidad (b, oo). 


1295, El punto de inflexión Tc А . Los intervalos 


som de la concavidad (—Z, ишка VEL), de la convoxidad 
VÍA я 
(атка LL, л), 


1296. Los puntos de inflexión (--t, ln 2). Los intervalos son: de la conve- 
xidad (— co, —1), de la concavidad (—1, 1), de la convexidad (4, ce). 
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з з 
1297. Bl punto de inflexión es ( ае 


)- Los intervalos son: de 


1o convexidad (0, adj, de la concavidad ed, cc). 1208. No tiene puntos de 
Mesue La iin e =з s nn 


NT А 
1299. El punto de inflexión (+ n js El intervalo de la contavidad 
1 


ез (79 ) el de la convexidad es (—, oo 


1300. El punto de iüflexión es (1, 
(0, 1), de 1а concavidad (i, eo). 
5. а = 3/2, b= 9/2. 1306. а= —20/3, Pou 4/3. Los puntos 
cu x ^8) y (0, 0) también son puntos de inflexión. 
1307. Рага а < —e/6 y para а.> 0. 
1816: Los puntos de inflexión son (1, 4) L6 
1317. Parent: 4 = 3n/4 los puntos de inflexión son da (к= 0, 1,2, 


- Los intervalos son: de la convexidad 


® Ecost, donde q<Ë <b. 


20%, donde a<E<b: 
1924. +7 1925, 0. 1320. 4. 4327, $. 1928 4. 1990, YU 


nf 
- 4834. —2. 1335. 2. 


1330. - 1331. 2. 1332, T am-n, 1393, 
la 
d 


4336, ln f. 1837. сова, 1338, 2. 1399, 1. 1340. 4. 1341. m 1342, 10. 


1343, 1. 1944. 1. 345, —2. 1346, 0. 1347. 0. 1348. а. 1949. + 


a 
1350, =. 1351. —4. 1352, 0. 


1353, оо. 1354. кыы. 1955. 4. 


1356. ое, 1357. 1. 1886, 1. 1389. 2.1300, 1. 1301, 2. 1362, i 63, 1. 
1364. 1/2: 1906. Los valoras de а= on mayores que lós do ага. 

do / 8) son mayores que los de ln (2) 
[UI E TED OF 7D) a T28 120; Banos = 0,09 tojë abso- 


luto). 
in 


IR 1876, 2=0, y=0. 1377. y=0. 1378, 2b, y=c. 


эз, gai peje 1880. z+y=0. 1381, y=2+2. 


1882, у= а. 1085. 2m Oy zy 
25 02020 - 
[ping a im, 1388. e 


1387. z= 0, у = т. 1388. z = 0, у = z + 3. 1389. у= 52-0 
1390. у = 22 6.3/2. 
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1391, y = z;'si.f (2) nozes constante idéntica. 
1392. Si lim р (j.= Фо ylim p() eb; poe besasíntota; si, lim y (1) = 
po ААА 


> 02 y ln Фр э», жы sma йө. 
1303. a —1, y=0. 1894. y= pahe. 1395. ptr: 
9296: a+y+a=0 1397. х= 2; 2= + 8) +1 = 0; 6z — 40у + 


1398. Está definida por todas partes. La gráfica os simétrica respecto al 
origen. ymi #т1/2 para z — {yps = —1/2 рага 2 =—1, Los puntos de 


inflexión de là gráfica son (V 3, —V 8/4); (0, 0) y (V3; V 3/4). La asíritota 
er у= 


- 1309. Está definida por todas partes, excepto los valores z - F1. La grá- 
fica es simétrica respecto al eje de ordenadas. No tiene máximos. yg, = 1 para. 
ж = 0, No tiene puntos de inflexión. Las asintotas son т = +1, у = 0. 

1400. Está. definida рог todas partes, oxcepto»los valores z= +f: La 
gráfica es simétrica respocto al origen. No tiene oxtremos. El punto de inflo- 
Sión es (0, 0), Las asíntotas son a = =A, z = dy 5 б. 

2 Está definida por todas partes, excopto los valores z= 1, z = 2 
sm e Yao = —2,00 para z = 2,08, уды = 2,00 para z > 1,42. Мо tione 
puntos de inflexión. Las asíntotas son 2 = 1, z = 2, z = 3, y = 0. 

1402. No está definida cuando z = 4-1: La gráfica es simétrica respecto 
al eje de ordenadas, у, = 0 рага z == 0. No tiene mínimos, Cuando z < —1 
crece; cuando z > 1, decrece. La gráfica no tiene puntos de inflexión. Las asín- 
totas oz = t ym. 

1403. Está definida por todas partes, la gráfica es simétrica ms al oje 
de ordonadas. ymin = —1 рага т == 0; (1, 0) y (+1, 0) son' puntos de infloxión 
de la gráfica con la tangente horizontal; los puntos de infloxión:son (£V 575, 
íntotas. 
por todas partes; la gráfica és simétrica respocto al 
eje do ordenadas. ymgy = Ô para z = 0, Vmin == —27/8 para z= 1/2, Los 
puntos de iniloxión de la gráfica con la tangente horizontal son (t; 0) Cuando 
E = 30,1 y a ze 40,26 también existen otros ouatto puntos de inflexión de la 
gráfica, No tiene asintot 

1405. Está definida por todas partes, excepto z = 0. ymin = 3 para z = 
= 1/2, No tiene máximos, El punto de inflexión de la gráfica es (—}/2/2, 0). 
Mica yi d ; O. La gif f 

406. Est: jida por todas partes, excepto z = 0. La gráfica es simi 

üenadus. уш =2 para т = i. No tiene máximos, 
La gráfica nó tiene puntos de inflexión. La asíntota es z = 0. * 

1407. Está definida por todas partes, excepto г = 1. Vmi = —1 рага 
ж = 0. No tiene máximos. El punto de inflexión de la gráfica es (—1/2, —8/9). 
Las usíntotas son z = 1 e ур= 0. 

1408. Está definida por todas partes, excepto АЗ. La gilia es 
simétrica respecto al origen de coordenadas. уш, = рага z = 3, jai = 
= 4,5 рага z = —3. El punto de inflexión de la gráfica es (0, 0). Las asíntotas 
sonz— + 

1409. 


yz y= 0 H 
istá definida por todas partes, excepto z — —1. No tiene mínimos, 
$ para z= —3. El punto de infloxión do la gráficnos (0, 0). Las 


Uma 


atlas ona = —1 e ПЕРЕ 
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1440. Está dnm рое todas partes, excepto = = 1. No tiene máximos. 
Ymin = 27/4 para z = 3/2. El punto de inflexión de la gráfica ез (0, 0): La asin- 


tota e$ z= 1. 
1411. Está definida por todas partes, excepto z= 


=$ para т=}/Й. El punto de inflexión do la gráfica es 


Ymax 0 para к= 0, 


Vain 
(-Vi. -ivi). La asintotas son z=1 e y=z. 

1412. Está definida por todas partes, excepto z = —1. ymax = 2/27 рага 
z= 5, Yin = О para z =.1. Las abscisas de los puntos do inflexión de la grá- 
fica son 5 + 2V S. Las asíntotas son z = —4 e y = 


1418. Está definida por tüdas partos, oxcepto = 
z= i, Vmax = —11/6 рата z= — = 27/8 para 


0. ушаа = 7/2 para 
2. La äbscisa del 


punto de inflexión de la gráfica es 9/7. Las asíntotas son z = 0 e y = i +1. 


1414. Está definida por tod. 
ың S 0,28 рага z = 1,46; La 
es —V2. La asíntota es = = 0. 

1415. Está dofinida por todas partes, excepto x = 0, у, = —2,5 pará 
z= —2; no tiene mínimos. Le gráfica no tiene puntos do Mitos. оа 
fotas son ze Oo y = z 

1416. Está definida por todas partes. ymag = 1/е para x = 1. No tiene 


mínimos. El punto de inflexión de la gráfica es (2. ‚ La asíntota es y = 0. 
1417. Está definida por todas partes. уух = 4/e* para z = 2, Vmin = 0 
pui з == 0. Las absicas do los puntos de inflexión de la gráfica son 2 $, VZ. 
asíntota es y = 0. 
1418, Está definida por todas partes, excopto z == 0; уш = epara z = 1. 
No олш hr La gráfica no tione puntos de inflexión. Las asíntotas son 
2=0, у= 
1419. Está definida para а> —1. Vmin = O para z = 0. No tiene máximos. 
La gráfica no tione puntos de inflexión. La asintota es z = —. 
1420. Está definida por todas partes. La gráfica es siméiricn respécto al 
ojo de ordenadas. ymin = peras = 0. No tiene máximos, Los puntos de inflo- 


xión de la gráfica son. (2-1, 15.2). No tiene asíntotas;- mes 
1421. Está delinida por: todas paries.-Le gráfica es.simétrica respecto al 


sje do ordenadas. Mao para ink 


* Vmin 


artes excepto э i 0. No tione tse 
ea del punto de inflexión de lu gráfica 


do los, puntos dé inflexión do la gráfica son + 
ER oí 
1422. Está definida por m partes. урах = 27/2 para z= 3. No tiono 


"EO Таз abecisas de los puntos de inflexión son 0'y,3 3: 1/8: La asintota 
$$ y = Ô, 

1428.) Está definida por todas partes. La gráfica es simétrica respecto al 
origen la coordenadas ya, = para 21, „= — Dem para zi. 


V7 


La asintota es 
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y=0 1 m. 
artes, excepto z = 0.. No tieno extremos. 
. Las asíntotas вол г — 0, y = Û o y =, 


. El junio de inflexión 


26. La función “está deli 


Se сй 


to al 


y 
eje de ordenadas. Los punter extremos satisfacen Ја ecuación tg z = ==. 


=z, x 
1428. Está definida por todas partes. La gráfica es simétrica respecto al 


abscisas de los puntos de inflexión satisfacen la ccuación z tg = 2. No tiene 


asíntot A 

1429, Está definida en los intervalos (—л/2 + 2m, 1/2 -+ 2kx), donde 
k= 0, Eh, £2, ... El periodo es 2л. La gráfica es simótrica respecto al ojo 
do ordonadas: uy = 0 Dara z = 2k. La gráfica no tione puntos do infloxión. 
Los agíntotas son z=: n/2 + Ал, 

1430. Está definida en los intervalos (2/2 + 2j, л/2 + 2km), donde 
“L2, . . . El período es 2x. La gráfica es simétrica respecto al ojo 

Tatr = f рага z = 2kn. La gráfica no ti inflexión. 
Las asíntotas son z = 1/2 + kn. 

431. nida por todas partes. La gráfica os simétrica rospecto al 
origen do coordenadas. узах = И, йш = 077 9/2 para 
z= 1. El punto de inflexión os (0, 0). Las asíntotas son y 7» = Кл. 

1432. definida por todas partes, excepto z == 1 y £ = 3. уш = 1/6 
para z == 2. No/tiene mínimos. Las asíntotas son z = 4, т 86 y = 1, 

1433. Está definida por todas partes. El período es 27. р = 1 para z = 
= к, donde k = 0,1 332, .- i gag = е —1 para s Ad 9 2x 
24 + A/e para x == Зл/2 + 2kn. No tiene asíntotas. 

1434. Está definida por todas partes. ymax =. 4/27 para z = 8/27, ymin = 
= 0 para z = 0. La gráfica no tiene puntos de inflexión, ni asíntot 

435. Está definida por todas partes. La gráfica es simétrica respecto al oje 
de ordenadas. jc, = O pata z =O, уш == —3 para z = di. La gráfica no 
tiene puntos'de inflexión, ni asíntotas. > } 

1436; Está definida por todas partes. La gráfica cs simétrica róspecto al 
origen de coordenadas. у = 2/3 рага ж == i, ya = —2/9 para z = f, 
El punto de infloxión de la gráfica es (0, 0). No Чедо asíntótas. 

1437. Está definida por todas partcs. Ymar = 2 рага z = 0, уш = O para 
El punto de infloxión de la gráfica es (—1/2, 1), La asíntota es y = f. 
1488. Está dolinida por todas partes. урау 2 2,2 paraz = 7/41, Vrain = 0 
рага z= 1. Las abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica son --1 y 


123 V3, Ko tiene asintotase 
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1439. Está definida por todas partes. y4, = 2/4 para z = 4, уш = 0 

para г = 0. El punto de inflexión do la gráfica es (6, 0). La asíntota es = -+ 
У А0, La función está definida cuando z > 0, es bivalente. La función у = 

= z + 1/3 (rama superior de la gráfica) cfece de manera monótona. La fun- 
ción y = z — 1/3 (rámeginteror de la gráfica) tiene máximo para z = У 20/5. 
La gráfica no tiene puntos de inflexión, ni asíntota: 

1441. Está definida para z > 0, es bivalente. a función у= z* + V zi 
(rama superior do la gráfica) crece de manera monótona, Lu función y = ا‎ 
— Y 2 (rama inferior de la gráfica) tiene máximo cuando z = 16/25. La abscl 
за del punto do inflexión de la rama inferior de la gráfica es 64/225. No, tiene 
asímtotas. 

1442. Está delinida para'z > —t, es-bivalonte. No tiene extremos, 
са es simétrica respecto al eje de abscisa, sus puntos de inflexión son (D, 5) 
S (0, —1). No tieno asintotas. 
. 1448. Está definida en los intervalos [—1, 0] y (1, co), es bivalente. La 
gráfica es simétrica respecto al eje de abecisas. 1y |max = У 12/3 para z= 


= —V 5/3. La abscisa de los puntos de inflexión de la gráfica es 


No tiene asíntotas. T 
ida, para z > 0, es biyalente. La gráfica es simótrica res- 
scisas. | у! = V 12/9 para z = 1/3. La gráfica no tieno 


puntos de infloxión. No tiene asíntotas. 

1445. Está definida ie. z = 0 y para т > 1. El origen de coordenadas es 
un punto sísludo. La gráfica es simétrica D d al eje de abscisas. No tieno 
extremos, Los puntos de inflexión do la grái 


(+ iyi. No tiene asíntotas. 


1446. Está definida рага z < 0 y para z > 3/2, es bivalente. La gráfica es 
simiétrica respecto al Pumpen y [BA Yrs zc —4. La gráfica no 


tiene puntos de inflexión. Las asíntotas son z = 0 е у= +2 73/8. 
11A. "Está dofinida para z < —2 y para z > 0, es bivalente. La gráfica 
Ушах = —2 pora z = d. La srálica [3 

tione puntos de'inflexión. Li 


оп z = 0, y = Oyz- > 
"Está dofínida р E TY 


de эмезе. ва ASH mis z=‏ تز 


sE (уве). No tiene puntos de inflexión. La ásíbtota es z=a. 
" 165. Está definida para 0 < = ez 4, es-bivalente. La gráfico es simétrica 
йм E Ne abscisas. |-y |; = УЗ pará z = 3. EN de los puntos 
3 


de in fica e 3. No tiono asínito 
MVE Está p inida pará ES 72, es hivalento; La gráfica es simé- 


tricá respecto, a. los ejes de ©оог@ ^ 3/5 para/z = 1. Los 


puntos de biflexión de la gráfica son (0, 0) y intotas, 

1451. Está definida para, <z <3, B шы. 
trica respecto a los ejes de coordenadas. | y 2/2 El 
punto de inflexión de la gráfica es (0, 0). No" tne asintotas- 


lica son 


es айна respecto а Ја recta 


simétrica Fospecto а al 
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‘1452. Está definida para: > 1, es bivalonte. La gráfica es simítrica rog. 
pecto al ејо йе abscisa. Ру lis t рага т == 2, La abscisa de los puntos de 


E gay т: к 
inflexión es” CMS < Lacasíntota:os у =-0. 


1453. Está dolinida para 0 < z < 2a, es bivalento. Là gríficà es simétrica 
respecto. bscisas. No-tiene.extremos. No tiene puntos. de inflexión. 
La asíntota:es: 2a. т dr x 

* 1454. Está definidi z «0, para,0 « z.« 1 y paro z 7-2, es biva- 
lente. La gráfica os simétrica respecto al.ejo do abscisas, tione las ásíntotas, que 
воп х == Ое y = +1 y dos puntos de inflexión. No tiene extremos. 

' “4455. Está definida pará e< ¥ < 0 y фага 0 <z <a, es bivalente. 
La, gráfica es simétrica respecto al je de abscisas, No tiene extremos. Los puntos 


| ha % ч 
léxión de la'gráfica sob: [5/5 —4) a PL 5 а asintota es 2.0. 
9456: Está détinidn para — 1) © ж 1: y рага х == +2, ев bival 


ráfica es'simétrica respecto a los ejes de coordenadas y tiene dos 
ов: (+2, 0), | ¥ Imáx = 1 para x = 0. No tiene puntos de infloxión y asínto- 


de in! 


tas. 
1457. Está definida para—1 < z < f, es bivalento. La gun es simétrica 
respecto a los ojes'do coordenadas. | y [ny = 1 рага z = 0. Los puntos de infle- 
ión de la gráfica son (EV 2/2, EV 2/4), No tiene asíntotas. 


1458. Está definida para z <f y para = > 1, es bivalento. La gráfica 
es simétrica respecto 'a los ejes do coordenadas. No tiene oxtremos. Los puntos 


de infléxión de la gráfica son (V2, +1/2). Las asíntotas son y = +z. 


1450... Está. definida para z > 0, es bivalente. La gráfica es simétrica res- 
pecto al eje de abscisas. | Y Ímar = 1 Рага z = 1/2, La abscisa do los puntos do 


s LEVE. La asintota es y = . 


inflexión de la gráfi 


1460. Está definida por todas partes, excepto z= 0, No tiené extremos. 
1/2, e? + 1/2). Las asíntotas sor 


Los Toni de infloxión de la gráfica son 
z= 


yz+y=i. 
1461. Está definida por todas partes, excepto x = 1/2 + kn, donde k = 
El período es л. No ti 


partes, La gráfica es simétrica respecto, al 
a asine 


. 1463. Está definida por todas partes. No tione extremos. La gráfica no 
tiene püntós de inflexión. Cuando z < 0 la función es idénticamento igual a la 
función lineal у = 1 — z. La asintota ез z + y = 3. (0, 4) es el punto angular 
de la gráfica con dos tangentes diferentes. 

1464. Está definida por todas partes. La gráfica es simétrica respecto al 
oje do ordonadas, ymgy = 3 рага == 0, ump = —1 para z + 2. La gráfica no 
tiene puntos do inflexión, pi asíntotas, eu parte dorecha representa una porte de 
la parábola y == 22 — 4x + 3, situada'a 18 derecha del sje de ordenadas. (0, 3) 
es el punto angular do la gráfica con dos tangentes diferentes. 

1465. x (t) e y (1) están definidas рага todas las t, o y (z), para todas las z. 
(7:3, 3) es el máximo, (5, —1) es el mínimo, (1, 1) es el punto do inflexión. No 
tend asíntotis. Cuando z> «o, el ángulo de inclinación de la linea hacia el 
eje de abscisas tiende а 45°, 

1466. z (ye y (t) están definidas para todas las t, e y (2), para todas las z. 
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Las asíntotas son y = ze y = а + ба; (o — Зл, —1 + 37/2) es el máximo, 
(4 — 3x, 4 — 31/2) es el mínimo, (—3x, 0) es el, punto de inflexión, i 
1467. z () e y (t) están definidas para todas las t, excepto = —1. La 
asíntota os z -+ y + 4 = 0. (0, 0).0s ol punto'máltiple, los-ejes de coordenadas 
sirvon de tangentes en este punto. No tienen puntos de inflexión. En el primer 
cuadrante está un lazo cerrado. " 
1468. z(t) o y (t) están delinidas para todas las ¢. Cuando = < —1/e:lu 
función y (z) no está definida, cuando —1/e < x < 0 esta misma función es 
bivalente, cuando # > 0 es univalente. La línea es simétrica réspocto a la recta 
ау. El máximo es (e, 1/2) Existen dos puntos de infloxión. Los ejes до 
coordonadas hacen de asintotas. ia H 
. 1469: Es una línea cerrada simétrica respecto al eje dé abscisas, con un 
punto do retroceso (a, 0). 


0. Eo ana nuda cerrada de tros pótalos. La función está definida on lod 
intervalos [0, 2/3], (2/3, л], (4/37, 5/37]. Los extremos existen cuando q = 
= л/6, ф = 5л/6 y Ф = 3л/9- 
eri. La funclón está definida en los intervalos (0, л/2), [st, 31/2). La grí- 
fica de là función es simétrica respecto ûl polo. Las rectas z = ау z= ~a son 
las asíntotas*. н 

1472. La función está definida en los intervalos [0; 2/2), (3x/4, 87/2), 
17n/4, 2л}. La gráfica do la función es simétrica respecto al polo, Las asíntotas 
son z may z fa ma, En el polo la curve ioca la recta p Sul. 

1473. Existe para todos los valores de «р. Cuando q =0 el máximo es igual 
а 2а, cuando q = 7 ol mínimo з igual a 0. La línea cs cerrada y'simótrica 
respecto al eje polar. El polo ев el punto de retroceso: p 

1474. La función está definida en los intervalos 10, л/2 + arccos 1/0) 
[32/2 — arcos 1/0, 2л]. Еп el punto; q == 0 la función tiene ol máximo igual 
a a (1 $ b), en los puntos Фф == 5/2 + arctos 1/b y Ф = 37/2 — arccos 1/b 
tiono el mínimo igual а 0, La gráfica do la función es simétrica respocto al ejo 
polar. E 

1475. Existe para q > 0. El punto do inflexión es (У 2560,5). El ejo polar. 
es la asintota. La linea se desarrolla alrededor del polo en forma de espiral, 

indose a éste do manera asintótica. 
Ce 476. Existe рага q > 0. La gráfica es uno espiral que parte del-polo y se 
hcérca, de maneta asiniótica, a la circunferencia p == 4. 

1477. Existe para—1 < < 1 situada íntegramente a la derecha del ojo 
de ordonados. Línea cerrada. El máximo existe cuando + = 0 (ф = 1 radián, 
P= 1), No tiono puntos de inflexión. Cuando f = А toca el eje de drdonadi 

1478. Rosa de cuatro pétalos, El origen de coordenadas es el punto autota 


gencial doble. 


Es simétrica respecto al origen. La asíntota оз; 
xión en que ol eje de abscisas sirve de tangent 
infloxión. 


£^ 44807 Es uña línea simétrica respecto .a.los 
y =, УЛ рє; cerrada, que tiene cuatro puntos do retroceso, q 
(0, a), (—a,-0) y (0; —а). £l origón,do coordenadas es шї punto А 
«4481. Esuna línea simétrica respecto a los ejes de coordenadas y las bisectri- 
ces de Jos ángulos coordenados. Lás dsíntotas sin. (= + y) = i El origen de 


En esto ejercicio, al igual que еп los que siguén-más abajo, las, asíñto- 
tas vienen еа еро ата coordenadas cartesianas en el cual el eje polar 
haco’ do ojo de abscisas, y la perpendicular hacia; el eje polar qué pas por el 
polo, hace-de eje de ordenadas. E 
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coordenadas es el punto cuádruplo. En él, las ramas de la línea tocan, los ejes 
de coordenadas. La línea: presénta la forma de «molino». 

1485. Las demás raíces son Чай, 
486. 0,1 С. Eds 1487. —0,7 < «06 y 08 <=, < 0,9. 
Qu =. x 


адр G22 < ы сол y ав < в. 
1490. 03$ c2, 3039 y 124 с 
1491. —0,20 <z < —049. ie OB 25. 0,85. 1493. 1.63 <a < 1,04. 
(390. 1,587 <= < 1,58, 1495. 0,828 т TET Le С 
< 
1497. 0,54 < z < 0,65, Para 0 <a < 1 existe un solo número real igual 


opio logaritmo, siendó menor que 4. Para 4 < a existen dos núme- 
3 sa! istintos iguales a sus própios logaritmos: uno do is рше al intervalo 


2, el otro, pertener 
igual'a su logaritmo е 
4 


al intervalo (e, - oo). Para a = 1 único número 
1 número е (es la raíz doblo do la ecuación logoz = 2): 


Para ее <a < co по existen números reales quo sean igualos a sus ^ lo- 
поз. 


1498. К+ Ие P eae e 


1499. =5 te 
ЧЕЛДЕГИ qe 120 6 — y 
Nic uu A 
1501. Ass oet Мә coge dte 


2 — б 
1502. f (4) = 143; f (0) = —60; f (1) 


7 
1609. —1— (2-1) (+1). drop = Нн 


donde 0<:0<1. * E 
ie mE une + К erp 98945 [donde 
< 

1505, 24- 
3% 3)" (2n)! ( 
gaint (а 0 V AFO js д 
zz 
Ез a mur + 
<< 
1507. + 6 NR .. 
THEM фа ao ae 
n ES Dr TOS E 
< 
EN 22n~tg2n 
ES СА ж c wot eto eE 
(ay ganas 
(n3 Dr 
1509. 2—, ROCAS TÄ a. donde 0<0<1. 


1510. «+ анан 


(2n—2) (z—4)^‏ 2-49( ,2—4)2( _ 4س 
E V тк. СО Г) лы‏ 
donde 0<0<1.‏ » 
ES‏ 
Ut wr — + ЕГ‏ 


+ donde 0< 


donde 


sen 20z, donde 0 6-1. 


» donde 001. 


240176 
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= Sum y donde 0 «c 81. 


4511, + — e 
арте] 
4-3-5.7 
isto. 1— +ع‎ am e zs Т aco Ex 
£ 


1)6 
» donde 0<0<1. 


x 
VITO 
1513*. Debido a la existencia de ve pes inh tenemos 


Нач) =} (a) +h at 2 HF (+0 


Comparando con la expresión en el MW obtenemos: 
t + 


rr (6+8) m= 17 (+O, 


EF f" (a+. 


es decir, 


1919 - (9,4) eel puto do inflexión Lx lo gráfica. + 
1521. he ELT КТЕР sai fQ02) = 
348,4; f (1.97) cz 289,9. 
1522. Г 2P — 1 (1,005) = 1,364. 
ES E ) = 3,4; 
rd 15309; ð 11%. 154, 1,05. 
5. A o 1528. 0342020. 1527. 0,886. 1528. 0.40, б < 0,01. 
[XE 
1534. O. 1595. 4. 1536. zya N ED 
m. 


« 1599. |cosz]. 1540. ЗЕТ 


1598, — 2t 


[d 


ви. PEA зда, 


ur ODD RÀ 
2 
1544. ar 49 x 


4 
= . 1543, —. 


1546. ‚15471, 
=й 


1 
VE 
i 


dem à 
{ша 2H дәл EHEER, agio, c А 
"m * pum 
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2 


1594. (+a (RE. 1585, (+= 2 


1556, (=24-2)24-(0:—3)2=8. 1597. (=D LJ 
E (fe) O 


1560. (02, +з). ic ( —Lam2, KË) en Fara iil kn. 


i563. Da. 1506,0=3, 9=—3, emt. 
4867. y 29 — 0,841 + 4509 +042?. 
w кз РЧА 


к D Tr Li) Tei. 


i 3 2 
1509, ¿LEE pa ERE api ma, 


14 24 2 5 x 
1970, Ema 3555, n y +; Cg rc =z. 
i. ted V о), n= L, 


1572. =n, p=sei, ee (4-3). 
2 

вт, (F) ва (F) entm. 1574, اوم‎ 

1876. Sí, es posible. 1579. »[y. Cg]. зво, ى‎ 


1581. ба. 1582. 16a. Al obtener las ccnaciónos paramótricas do la ovoluta, 
pasar a otras coordenadas y al parámetro, poniendo = == —2,, y = yy, t= 


Еч 
"45885. Valorso de 1 

у el incremento del radio 
1 


ndencia q 
le la curvatura. 
. 0,785. 1585. 0,078. 1586. 
1588. (1,38; 4,99). 1589. 


iste entre la longitud de la ovoluta 


(3,00; 2,46). 1587. (—0,778; 0,841). 
82). 1590. 0,78. 1591. (2,927: 0,845). 


Al capítulo V 


E А я 
1592. 4) | (225-1) 2с; 2) j (542) des 3) IL 
a з 


| 
| 


1 4 
ains э | (zada ө | dosis 
d і 


e 1 
: с=т 


p 
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1594, а= Î 0,28, 820,030 
1595. -31,5.1596. 193. 1597. == 40 cm?, 1598. 02. 
1500. в. 1600, 2t. 1601. 2-5. 1002, 140 cm. 1603. = 122,6 m. 


1604. 20 Ê cm. 1605, 625 jolios. 1000. 4 сш. 


- 
1007. ay mae У PED (tit). fom To, tam Ti b) m= T „фа. 
= EA 
ту 
1008. a) On= S) VED (4 — t), fom To, њата D) 0= | at 
= d 
ni T 
18094 Ол S) FED (est), 60, tnm T: Q= j 1()d. 
^ і 


1610, а) An= У PENVEN (tit), fom To, ism Ts 
pz] 
T: 


» ax ҮЗ 
Д 


1611. 1500 culombios. 1612, ^ 67 600 julios. 1613, 2880 julios. 


nt 
1014, a) Pn= У) аб (11—21), 20=0, zn bi b) к=] 
= 0 


1605, а) 718/75 kgf; b) la mota debe sar trazada do tal modo quo 
onto ella y la superis módio la distancia gul a у^!" Л сај 


ГНИ 
Tri 
à pun a+); 0 qe mm al 


10) A 10) 4 12) 16 -F 2. ; 18) O. 


1619*. V 241,67 10, Escribir la expresión cuyo límite es buscado en 


forma de lo nrósima suma integral, de cierta funció 
12 TO, n 2, (8235. In a; ln $ æ 1,1. Véanso los ejercicios 1820 
К M 


46230, 4) аеа—еа--1; 2) ап а—а-1-1; 3) 10зәр am 


La expresión g + 2 halla mediante la derivación 
ipla sumi de los t a vm у аы ВЕРУ 


1610. 2—1. 1617. 


"T 
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um z ; 
1624. "j sena | de2 Û so zdz. 1625. f 1626. + 1627, $ 
š $ 
1630. 8<1 <98. 1634, 371 <5: 1632, л 1.20. 108 ETS. 
T 2а gê е1 
ши: Ere. wes Аг fu. 


1636. 1) La primera; 2)-la^segunda. 

1697: 1) EX Drimoro, 2) la sogunda; 3) Ta primera; 4) 1а segunda. 
ied 0,85 «1 < 0,90. 

1641.2) 1 <I < V2 24,414; 


b) 1<1 ЊУ we a; 1er V. жш. 
1042. ga = لکت‎ n, +. 


1949. уша $ (f+ aza Р). Si 245320, en un solo puntoj(si 2,0 
y z4>0, en dos puntos siendo válidas [las desigualdades — 56 «n2 
en caso contrario, en un solo punto. 


1644. 24,5. 4045, JÊ. 1046. 0. (1647, E m. 


1648, 44 A. 1649, 1558 V. 1650, 1) E 2 Er 


авы, а= 2-8, 1652. A= 1001-425: julios, а es la distancia recorrida en 
metros. 


2 —. Es 
1658, Amp (F esteem). donde ofa, pe Eua Et 


тел 
1654. Q=cat+ 88.08, 1650, 45—10, AS 410400083... 1650, 291. 
1657. Az AS 45 а 6 
$ 92,25 64 28,25 0,442. 
04 5,644 6,4 0,244 0,0382 
0,01 0,6424 0,84 0,0024 0,00376 


ES 
16649, 21n22:—1n?z, Presentar la integral {ег en forma [de la 


" 2z 
syma do las integralos разе | In? z de, donde a>0. 
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4665, у= SZ. 4606, 1) og: 2) LL e. 1661,—2. 
dr 


E) 
1668. Para г = 0 es igual al mínimo. 7 (0) = 0. 1689. 4. 
1670. gay = 5/6 рага з = 1, Yin = 2/3 para z = 2. El punto de infle- 


xin do la gráfica es igual a (3/2, 3/4). 
wo у; 3—45; 95 40945; 964; 9008 021-5 


to dH ЕЕ 
LL 9s(yz- yg): 10 5555 IE Vibes 
1673, 1) 2; 2) 0; 3) à — 1; 4) 4; 5) sin 6) n/6. 1674. 0. 1675.1 — V 3; 
Al capítulo VI 
ыз 


1676. Ayayo. 1677. +C. 1678. Cm, 
1679, 220,4343-107--C. 4680. ‚тек үс. 1681. Vz--C. 


1682. / 2 +C. 11683, = 6,12083 6С. 1684. u—u+ C. 


2 2 
1685. 2: V z--z--C. 1686. C— EY —e+1017]. 
1687. C —1027 0? 445702 —3,822138, 1688, ¿21m 1.1440 
2221226 
1689, +0. 
=$ 
шю. dyar Beye? Vio. 
EY Bro. 1692. vg 


C. 1694, enm. 1695, C—ctgz —tg z. 
$e 1697. TAN 1698, т == зеп z-4- б. 
240. we. mise жере 1701. ше+С. 


1702. are 1703, - mi 1704. E 4705. 2 YTF2+C. 


Gti б 
1708, э TC. 


Xp a 
1706, cam. с. Wc Y 


At 
159. CÊ 6-325 año, С YER, стад 
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1712. $ VEF. 1713. چ‎ a= 


Sii 
114. 5 VEF +C 


1715. VFI 4- C. 1716. 3. VA XC nO. 
4148, УБЕ РЕС. i19, doit 740-1720. oC. 


, A724. 3 еп г--С. 1722, с costz. 1723; WA. 


araa., AES o. 1725, az 1726: 2 / TF Ua C. 


(arcsen a) 
1727, заден 1728. «Фф ШАТ с. 


1729. Фазе С: 1790; 2 cob а son 2C. 1794, O to e 3). 


1782. Chen 22). пз. du (a) +06 400 tnm 4+. 
1734, C — сов (ех). 1735. ln (1 + 2) 4C. 1736. ln | diesen z} + С. 
4737. 1n (2? — 3z + 8) + C. 1738. Sanz 11 +0. 


1739. Lim p er mi + C. 

ат, Lin (040. 1741, ln IRC. 1742, In к D C 
1748. фън at) + C. 1744. С — In | соз z |. 1745. 10 | son z| + С, 
1746. C -ini соз 3z |. 1742. 5n | sen 022+ 01+ С. 


1748. C — ln (1 + cos z). 1749. In} lo z| + С. 

4750, +С, sims —1y 1102 |С, si т=—1. 

4751, eten xL. С, 1752, ев 5. C. 1753. E [E ый 
1155, C—- 7... ате. оде" 2 саты. в-ф”. 


4758. arcson. сеа 


4759. Harosen 5z-- C.4750: 3 arctg 32-- C, 4181, атса £C. 


24C. 1768, E меге С, 
1764. Larotg 2240. 1165. Loros E +0. 1668. аго E 4C. 
„рош s т S. --C. 1886. фатон С: 


1 # е o arcsón 25 1 
1767. 7 аговеп zt C. 1768: = arctg: 5 -- C; 1760. GO. 
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+С. 


1772. HM 1773. arcen z— V 1—22-- C. 


1774, 3 да (9) — arotg $ +0. 1775, arcson zV TTC. 
1 


1776, Larctg t Ln (e )--C. 1777. arisen z+ +0. 


yi-s 
итв. LY FTP] eec. лө, 02/1222 Y (Rari 


1780. CF 3 p (arccos 823]. 1781. 2—4In|2-4+41+0. 


1782, [aed]. ав, $ [2 Bea] ]c- 
1784. C — z — 61018 — Z]. 1785. 22 8102—21. 
1788. Ts In 2e — 41 + C. 1787. = In (è H 1) H C. 


1788, z—2arctgz+C. 1789, | 


190. P—e+orciga+C. 1791, ш ||. i1792. In | |+. 


1795, +a EIS 1796, тэй 


2-2 


E ze 1198. || +. 
y242 | 
+ | +c. 1800. 
2+1 
4801. deed Vito 1802, pane y ec. 


4803, k. 180457 oreson (224-3)--C. 


1805, -arcsén (z—2) + C. 1806. deren SE o. 


1807. — 


=н e. 4810. Сон 481, tg (6-4) +0 
aE 1863. 22] (2 aC 
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E тест 1815, ынаа 


tet ES 42 deos 22). 1817: gsm ерш بچ‎ 
Je S doen TEC. 
+ E erit edipi 


ај (5+5) pe 1821. Th (1-962) С. 
Беа 


—injoosz| +C. 1823, EL eC. 


sya (а) ла 1825, کیا چ ج‎ =+. 


sm s Sec, 1827. 3 uh a— tg ee C. 
[E coa و‎ 

$e sen Deep tenda C. 

Ямаа асов 2-С. 1831. сова $ eti a — фов z 


om de dp s cone C. 1833, zsenz--cosz--C, 


. Cerek). 1895. glo lm3—0)+C, 


[ans e 2+1 
(т). 1887, DEl aig s $C. 


. гагосов2 VTC, 1836. zarotg V 2— V x --aortg V 34C. 


2 V £1 arsen z--4 V 1—2-- C. 
зе +n [ees C. 
seem 22+ q cos 2+. £88. с-ун (УО. 


VY arctg z—1n («+ IFC. 
2(Vz7Vz-1 aresen V 2)4-C. 


2 z 1 
sla (14-4) —25- ао С. 1867. 0 + amg. 
VIFF VIC. 
(jme) pe 
3 9 


На REC. 4850. Се 04-22-39). 
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4851. en (23—822--6z—6)4-C. 1852. E) +6 
1853. Czas z+ 3z sen zG cos z— 6 юп. 
1854. + e atson 22 +s cos 2e — p son 26 O, 


1855, s(is—21nz4-2)tC. 1806. Ck 0231082461240), 
8 (9 
1857. Cp ({ °=+эш=+2). 


1858, z (arcsen z)? -- 2 arcsen г. pr 
1859. EL rotg s — вате + ln (142940. 


es (sen 2—cos 2) as 

SF en +0‏ ,1801 و 

1862. „рн (бэш ne-a cos ns) +С. 1863, S (еп In z—cos nz) C. 
1964. $ (coslnz-ksenlaz)-kC. 4865. C—F Vice arcsen 2, 


f 12—238: transformar а la forma 


{VAF EE 8 уара) с. (Puer =V AFA. 
nee 4868, 2. (02—10) sen 2 — (2—1)? 0082] e14 C. 
1869. 20 zF ih (12- V FFI) 
1870. E gga ezê cet) C. 

и 4 1—1 
o 1872.10 ус. 
1879, 2 У2—2+У2 arctg / exec. 


1874. 2[V/2—1n (12-V z)]--C.. 1875. 2aretg VEC, 
«1876. uu уло. 


4877. ГИТ ЖҮНҮ, baute pec. 
+ 24878; lyric. 
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1879. z+ E Coyzesyzsoyscot]y/2-11 £0. 
1880. 33/z--31n| V z— 114-6. 

1881, 202—424 (LV - C. 

1992. PAD YB le. 


4 g TERA 
—4 yt y , 
1883. gg (der 4) УРУС, 1894, In EL 


1885. 2/1-FInz—1n [1n z|3-21n| V 1-FIn |С. 
1886. 0.4 Y (IF cos E (3—2 сой з) С. 1887. ЕРА 
1888. VI ana). 1889, ی + کیت‎ 4101094140, 


E, 1601. Sorosen i-ivscsee 


1892, C— t arcsen >, 1895. с-У ДЕЙ, 
в [ЕП 


1890. C— 


=й z 
1894. c- VEE ans. в, iate 
1896. c— VOZ увол, EA 
1808, ln — 12! 


* 
o 0:9 C- ayara" 
1900. + (2—2) VI=A+2arcson 5-С. 


1 zy i$ e2V Api 
0. SV RU [түзүн С 


1902*. ares ÊZÎ а, (Se puedo realizar la sustitución z=, ) 
1903*. 2arcson У 7-+-C. (Se puede realizar la sustitución = = son? s.) 
1904*, In | тїт + C. (Multiplicar el numerador y ol denominador por 
a=, y ponor: ze*- s.) 1905. 24 * (V z—1)--C. 
1906. 81(2 1/22) cosy E 4-2/2 sen V z] d- C. 
zaresen 2 


1 ис. 
1907. r a 25€. 


1908. zarctgz— j (arctg 22) —- (омар; 


Respuestas al cap. VI 


1909. ln VA + arctg = Jp (агаш e) C. 


1910. ЗУ ЕС. нөн. F (14040. 1912, 20 3. c. 
a 
1948, (7974.6. 1914. Ch 4—0. 915, Len stc. 
5% 
1916. cheer. 1907. CF misil. 


з 
1918. Fm. 1919. C—1n +e) 

1920. C—aercsne-*, 1921.2 VIFF 1n (ау) 4- C. 
1922. 4 ysn] ас, 


1929, 29m V Z-C. 1924. aresen BZ С, 1925, C— In |i lite]. 


УЗ 


Vut eR. 


1927. te o, sl ni, y lnjaretgz], sine 1. 


1928. C—2ctg2p. 1929. 27—tgz+C. 1990. F iseto. 


1931. A VTE (61824940. 1992. -E (tg 3e-+1n cos за) E C. 


sos: 1 
198. +s ЕС. 1084. Cp: 


1035, V EEE 0, س‎ e, 1090, = V TEZS- V (FEE C. 


"өт, ч (Geta) V FEP C. 


1938: Es ion i24 d V RBS co С. 1939. iaa 


dodo. cla уа], 


1944. nr LEV AFA ) +С. 1942. Ge د‎ 


1943. C—8 VEA 3 arce Tr á 


1944. Fla (242040) arctg (a+ ЕС. 


1945. 


1946. -5 
1947. 
1948. 


4949. 
195p. ( 
1951, 


1952. 


1953. 


1954. 


1955. 


1956. 
1958. 
1959. 


1960. 
1962. 


1 
1969, -7 


1965. 


1967. 


1970. 


1971. 


1973. 


yapa MEER 
(42 
Bst 
2 y Veteri 2-2 w(t V SERERE) H0. 
aya КАРЫ 
Bares ZES Lin e + 6-19) -C. 


H вео У ао т | V EBERT T C. 


SVT | lee y mi 
¿VERE (iy mE )+с. 


V G7 3) (FB) = (a— 5) arctg Vere 


зга sn (142940. 1957. sen 2 =ов2е+0. 


qi (өгї—2у sen oz + 2az cos oz] +C. 

1 3 3 3 
(qa) 
авап (оова) 82—26. 1991. ln [la sen г |С. 
[= a+ Ea] 


(mje EI [ree sz) +0. юни 


2409 22 
Cms 1906. la 


eut 

amie ec. 1968, ьс. 1909. eee. 
үз [met FaH e-2 VERA c. 

а Уакас. 1972, 04 (аша). 


^ (ES MA 1974. 5 (p ela] tg c) +C. 
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1975, In|senz--cosz]--C. 1976. тае ($+) | + 
1977. secz—tgz+z+C. 1978, senz—arctg sen x--C. 
1979. ү? а ||. 1980. In z-InIn z—1n z--C. 


a 
1961, ED o, 1982, Ic e аад). 


4 2692—38) 208 
1983. -g (7—1) V T-E2s3--C. 4984, C. уа. 


1985. TV PRE V GE a 40 Y 22—02 aS arcon TD 


1986. VE e, 1987. уе. 
1988. Уй =й шө EET с. ime LESS GAD o 


1990. YF (Уж-Ый1++с. 

1991. 2+4 Vz-Fi--4ln(Vi-Ez—1)--C. 1992, 2arctg/ i-r z-- C. 

1993. In Vang 1994, "V/ 23-22 4-In | z-- 14-29-22 | 4- C. 
т 


1095%, a+ (Es conveniente la sustitución z= sen u.) 
3 


- 3 
1996. -Z arctg y Ec. 1907, CUR 
yams y Tt Tani 
1998. art 1999. q а VI FI (24 VAF) +C. 


Vias 2 

= c. 2001. C=- 

! Y В 
Saretgz 


Ed 3z 
02. at т 1 
2003. Ex aac, 2004, arcsen et VIZE C. 
E 


2000. in 


2005, 2V Ei daret PTE, 2006*., (1k Ja 
(sustituyendo sie). 2007, акц — 740. 


2008, yx arccos Y/ E Mz —aretg VZ+ C. i 
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2009. =1а (z+V TFA) УТЕС. 
2010. ve ЧЕ? 2 (5 tg? z4-11)-- C. 


zu, Vae ses Vigz ec. 2012. 
зиз. 1-а (е2 УС. 2014, „| ا‎ а 


2015. AnH Hep n 2817 lol ЕС, 


“ ‚4 295 17. 
юв, la] |+. 


7 9 
2017. eem alq 1124151012044 +C. 
2018. In22—t|—61n]22—3]4-51n 22—5|--C. 


+0. 


1z41l 
ln. 
Y 


212—2 
209. Y 227+. 


1 hlaz 
юш zy Бе 

2 2-2 y 1—15 6-05 
2024. f TEE e 


eI 


ШЕ БЕ 
2023, 4ln |z 1-31-50. 


Р -— 
2024. senis 2005, 24 Ed EE. 


m grins 


+4 5z--12 ^ 
lic. 2028. 210] ES A 
3 
N - C. 
202%. 1251ا + چو‎ + 


2030. Fr ERES. 


1 
mai, E yg nic tein letto 


Ht 


1 y! » 
2032, + LEE ec, 


2033. LL mistu nla. 
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X z 1 1 $ 

2034. ml (i) 
TE izi 

2005, Ca. 2038. Im ves DU 


an. Lp EEE 


>т yer УЗ с. 
2+1 


$h 2—1 
юв. урууча ene 


2039, 1 ET arg Şe, 


ESI 


E 
YS" е. 
Ti ag z4- 


1 1 
AA TF Ee. 

1 
жа. | et] ما‎ ++ 


2044, a" CET castle -eg]ee 


2045. Pal ола (i-pte 0) - 2urctg «+)+С. 


iá 08 ava 
2046. еа 
aMbry ixi z " 
2047*. тз" гу tS ec. (En el наш 
do la expresión integrando sumar y restar 222.) 

2—: Berd. 1 č. 
2048. TAFT ar 
2049. 3 lel ено ln етта 

132—159 
к= ree m Hie ret 


5234452241848 

Mt parteei реу TO 
z = Aia 

2052. y em hi y ug. o 


mss. E pine] In (prt) est 
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15 
адат 2-6. 


1525440134382 
BIT 
4 (225—322, 3 22. 
юв. (le 

2 2244 

LA P NET 

®%. ت‎ VP US 
к me i 
ro E ас A 


2058, comp] 
= 


OA‏ ع ی ا2 


" 1 a 
2059. appt" VFF +C. 


4 Le 1 2—2, 1 
200. LR траш. 


21m 124111 1 
эю. وو -| 24 | چ‎ t 

A Tutt, 304+) 18 (7-4) 
жь چچ‎ | ыы Жао t EFFI tA 
ET e сыс 
zpEDEIU AFF 000 
z 2545 СЕ е 
EFA — 50а раг TA e rta). 

LEE 57 

2000, СНЕ arg 


3 " 3 
2063. arg (z+) 


2064. C— 


г 10 5 10 5 

2068. nont трд pu — c. 
рр p 33D ун 

2069. 2/2—33/27—81 26V 2-48 +n (14 /2) 4- 


"e 


+n т 


3 + 1 à 
жт, 0] اج چ‎ eH ET eL "ای‎ 
2 
-4 e+ ]+c. 


УН-у 
УТРУ 


2071, In 


25-0176 
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2072. (V 3-2) У 1—z—arcsen Y z4-C. 
эз. ву? [EE A re. 


122—1 14232 - 
Sm в yl + Va чег HEE с donde u= VE 


h 
т. B EM Multiplicar el numerador у ей denominador de la 
fracción uc vy 2—1, лз sacar los жона fuera а signo de radical. 
2070. 2.. wea VieibeaYiebeYzc. 


2024-3 
2077. а[ [n ام‎ ЕР [+ | 
$n (Y FF) VERY añ Ted e arctg x 
EFE ye 
2079. f RE 


atu 1 2u--1 с, ны: 
2080. چ‎ n ES урача poo donde] 


n 
Vixsés 4, 
2081. EIS PEE E үс. 


усан + yim. 


ys 
7 


1 
2082, d lo 


2083. devises Te 


2084. би 42 1n LE RC deua Enc, donde um 14 Y 2 


2085. Lin لی‎ + aste qe dondo um Y TFF. 


E VUE 
2086. с E y gara E 


2V3 
уі. 
۸| کے‎ — |. 
Y Y Gs. ciens 


эё, i VOT aye. 


arctg к donde u= 


3088. в S EE 
FD күш iyi 


-y 
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. уза sy pa А 
2089. 121 Loop pe ањ. 


2, + 
2090. Ф. сое (80825) С. 2001. а Le +С. 


2092. ln |tgzl— 


3 
Ting FC. 2098 tg z+ wie RC. 


2094. geo a) 21a | tg e HC. 


(182 #— 1) (tg є-- 102 2-1) vid 
2005, GET DO ЧН E c. эв Жз DC. 


A et EC. 


5 1 
2098. jet gem 2s (eost eee) +С. 
200. a eth ева HC. M00. Lage te? #—1 | cos 2140. 


2101. pA Ie تھا چ تھا‎ z+olgz+C. 


ewm i z 
C- Tatr eeu. 


ТЕА Е 
2103. | |+, ns сое. 


3 
ми. страт: 25e ld 
ишш) | 
эб. o 
2407. 1 JUL 2108. i 
2109. +з eene e] -C. 2110. $ arctg (218 7) +0. 
Stg 3+4 
2041. È аа $C. 


2102. ln(2-I-cos ys ао ( ys «+ )+с. 
cos z (соз z— sen z) 
sie (ensem) 


2113. —¿ m1 c0s2—senz 140. 


эн. ta ens 140. 
25 
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cos 2215 4 4 sen 2z +L 
2115. TER ByE n a ai +0. 
2116. +c. 2417. duc tg nec. 


rotg (V Z tg x) +С. 2120 pesas SER LG, 


1 1 
Бет, 


221. [ур атш (EE 2)]. 


(zi y3 zt 
122, — ЕЕ 29 7 
їйї. арака +С 


d) pora los valores de = quo satisfacen la 


2123, 2 (sen о 
desigualdad son $+ сов 5-20, y —2 (sen $— $ F)+c para los valores 
de z que sntisfacon la desigualdad sen 5. 4-соз Z < 0. 

2124, 2үйрт-єс12ї25*. c- AY ya. (Poner u e«etg z). 

2028, 4V ET 4- C. 2127. y mV 2g z-- V EF Zigt2-4- C. 


2128. 2arcsen V sen 2 4-С. 2129. c+ tez (24182 2) VEZ 


н z + cs 
+2arotg y cos 7 —1n 4-C. 


: : 
Vaz Y 


[In (sen 24 eos z — Y sen 22) + aresón (sen z — сов 2)] + C. 


2191. 


1 
V2 
2132. sh z+ C. 2033. ch = + C. zn th z + С: 2035. 2 4. C. 


2196, gestant. 3157. 
2438. sth sO. 2139, 2—cth С. 2149. T eb ch zc. 

Hii, she 4з. 240. sha ths +. 

208, Lan ay оС. 24k nl diel eth e tht aC. 


245, їз һе]: 208, In [tu |+. Фил. mie 
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LV thz 


rctg Y th zc. 


PC 
2148. ут 


а 
Sz 
(ве puedo aplicar la sustitución, por 


2149. sth z—ln ch z--C. 2150. C— 

Jez. 
Dpat V Fz 
ejemplo, c2.) 


2151*, in 


2152, qaem 4-С. 2153, arcson 


жең 

o ЫШЫ 

TER VE i 
= + 


1 


2154. С Jn 


4 
155. li 2+22 |— c. 
2 ПЕЕ и T I * 


y a een 
ln 2404 Y 0-07 ы 


2-3 
2158, $ (Таа 
2159, 3 (VET e 

ma eoe. 

2160. [+ V TT mE aret 
ие. اس ق‎ 


2(z—1—2y 77 1) 
—2/ EZ 11421012 V AFi 


2156. C— 


2157. 


VESTE 


ln 


үт 


2462. in VEH VEZ ү, 
2463. PH; Rigid TEE. 


+1 
2104. i (Bm V1 


1 
52 +2 areson Mee 
ү? 


2465. ү EE —5ln шүнө 
2166. چ‎ (8219) V 3—2z— +44 arcson Z 


2467. (z2— ANA | з, 2 үзї+їє+5)+с. 
zies. ) ج2‎ iei) ИЗТ +E do (014 VI FED AC. 


3 
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2169, (224-54-36) V FRET +42 1| z—2-4- V 23 — z— 7| 4- C. 
2110. (+ lat 5) VIAFTEFS+ 


+5 In (2-24. V AFEFE) +C. 


Yo = 2 
EFIE Ezı 


к NE dn c 
b» VERRE. la (z4- V 223 4) 4- C. 


2413. уюын Qe, 
узні 4 „ы EFER 
2474, ln VAERET v arctg EE 4-6 
3 4 
Hn б= Tet» etg Dejo Try” 
3 (613 VEN 
2476. VET. ят, LA O 


zt 
1 
an. ns (e и) +с. 
ит. $ oreson Е утс. 


2180. Pardo Ee, 


мв. Lim] Es Z eee. 


2—1 


a |+ 

2083. 2 V Z-F [In 12+11—21+С. 

2184. (er) (o ERR) 
2185. z? ch z-—2z sli z--2ch 2-- C. 

2486, saret li +V 2) — V z-- In | z--2 Y 24-2|4- C. 

عد _ | ع | la‏ .2187 

atis, 3/7 У 242) С. 

2189. ge (PFS YF 205—060 3383-120 3/2 — 120) +С. 
2190, «3х (& pr. 

2491. 2 (sen Vz—V z cos V 2)+C. 


зю. VESTED 3 urote VTC. 


зт. 


2472, 


2182. E arctg z— 
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зиз. S Ey PA debe ETC. 
zm VES riso yixs 
2194. ln є+үтєз— E VA VE о 
тв. (2252) VA d EV ус. 
2196. eps ws 12)—arcsén u] J- C, donde ш: 
Su ym Miri]. 
Үн 
wyata |: 


Ph V5 arctg: EI ] +0, donde sa 
22. 
2 
2201. уте Y: =+ с. 
202. hr М Eme donde a=arccos $, si a? <b?; 
uz atg -HZ4 C, donde are Ž, si ct 


зиз. Ln 0 EY 


nz 
yz—i 
2206. + e [(22—4) cos z+ (z— 1) sen =] FC. 


z rcm 
2204. Ti +C. 2205. arctg Y z—1— 


TC. 


2209. Ligia +2 (tg z—ctg? 2) +6 In [tg z|4- C. 


2210. arctg (ig? 2)-I-C. 2211. ане [© 
2212. arctg үзе" (іа: +. 


2213, la Hit EE e: 
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E 
2215. +0. 
2216. 2YTFF-4YTFS-2 
جا‎ aus 
mu. شی‎ аца c. 


EA arctgz 
2248. CAE E 


M 
Term 

2 i lz+1] _  arelgz 

= ыр + 


2220. logo 12917 = 


A 
4+0 TFR Fes 
zn. eee eC. 222; а LSV Cist 
Wein ants ame. Vice 


C. 


2224. AP NE Pd 22 ig; s0n Be C. 
2225, isla 0 + + rg C. 
E E E DI 
90—59) er 39 lar 
5 
2227, с-У? arctg (И Zotg 22). 2228. 21g 5--C. 


ir el numerador у el denomina. 


ту? 
2220". Vi arccos THC. ( 
dor por z? y realizar la sustitución iM) 
2230. esen * (z—sec 2)--C. 


Al capítulo VII 


2221. 208-4. 2232. i 2233. —5(/16—1). 2234. 7 


2 


2235. Los qe: 2236. 12. 2237. 0,2(0—1)5. 2238. 31n—. 


эз; +, 2040. DL. 201. (pde 242. e— Ve M. dt. 


2244. 2. 2245. $. 2246. ln. 2247. 0210 $. 2248, агаг. 


E 11а Ж, 2250. c. 2251. 2. 2252. 2. 2259. +. 


5: 
- 2 X cubo з 
2254. -у—. 2255. —0,083..: 2256. 7 + Pat E eg 
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2257, 1. 2258. — V 2/3. 2259. 1— 2/e. 2260. a/2—1. 
A(9—4V3) ,4,,3 8 3 
zii, LOA | ia T. 2202. д#—0л. 2263. 2— p. 


ae Alaya mat Р e—2 
э. 4, 2265, LIZ. 2206. TT. 2267. .چ‎ 2068. 6—20. 


„в. 1534 n gs оу 108-642 256 
mcn q = TIA 90-753 O" 


A mi E 
2D. nm aam Into 
Sin es impar, se tiene 

а (008—3) ...4-2 


NT AA 
si m es impar, so tiene 

e) (m—1) (n—3) ... 4-2 к 

mn ma md MAMA ' 


si m es par y n 6s par, so tiene 
n— 1) (n—3)...3-1-(n—1)(m—3)... Bd m 
mfn (m —2) (m: n— 5 E X 


m на rere nr] 


Jm, n 


44 5л put е 
2272. чаи: 2214*. те Poner z=sen*z y aplicar el resul- 


tado del ejercicio 2270. 2275. 7--21n 2. 2276. 2-4. 2277. EN 


затв, 52102. элө. lo БУТЕ, 220. в Уа, 
3 [e 5 


22815. E: Poniendo == 2: transformamos la integral dada en 
д 


t 
af sonê z da. 
5 


2282". Ê. Poner re 


2257. y (nt ys —8). 2288. a. 2289. 
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5 2 2 
2297, 21а- 0,305, 2208, 2.; $. 2200, 24а po 
2900. Para ае. 2901,. ln $. 2902, =. 


x 


2303. 81n3—151n24- EN 2304. y (G+). 2305, +. 


2306. аз ру (754811. 2307. V3 (2403). 2908. A. 
2309. 4—x. 2310, In E эи. &—4. 


n. чов ga 213. 2/7, зил. 00424, 


[C3 5 
2315. PA 2316. XT 2317. су 
> 49, 0 PIO galai 20089. Ulise dan тешле, 4-> 
i ie son válidas para . 
жй. Ий ina рамы е е 0626 


yYi-gS«Vi-za«i, donde —1<1<S1 y n>1 
шд jos e <A 


а 
In Hi 


por abajo, utilizar Ja desi 


ova берга! dad 1 + zê < 
E22 75 ife evaluaria per abba, emplear la быры 


de Cauchy— 


Alli 
2926. I (4) 21,06 os el valor máximo, 7 (—4 
mínimo. 


= —0,11 es el valor 


2338. "Cada una de las integrales es igual a 
isa ales rep A 
i2*. Dividir el intervalo de. in! la, a+ T] los intervalos 
la, oO Io oe Ty lago чо del gropicdad GY P Т), 
demostrar quo 


er 
оа 1) dz. 
$ LEN 


2241. La igualdad que debo ser demostrada equivale a la igualdad 
x+? 
I 


ES 
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Quedar convencido de.que la integral en el miembro izquierdo de esta igualdad 
2 

no depende dex, y póner: luego ze, .2342. TIEN 

2343. La sustitución z = tg z/2 по es válida porque la función tg z/2 es 
discontinua pata z = л. А > 

- Para evaluar 7, valores dê que Z; decrece creciendo л. 

2345°. Sustituir la variablo de la integración de acuerdo con la fórmula 
э= E y tomar en considoración la propiedad de la integral do una función par. 

2346*. Sustituir la variable de la integración de acuerdo con la fórmula 
а = kuta, y luego aplicar la regla de Hospital. 

Bo acuerdo con la regla de los rectángulos, л = 2,904 (por defecto) 

y л 3,905 (por exceso), De acuerdo соп {а fórmula de los trapevios, я = 
= 3,104. De acuerdo con la fórmula de:Simpson, т = 3,127. 


2348. Do acuerdo con la regla de los rectángulos, x s 3,04 (por defecto) y 
л 22 3,24 (por exceso). De acuerdo con la ft le los trapecios, я 2 3,140. 
De acuerdo con la fórmula de Simpson, л 2 todas las cifras son exactas). 


1 
2349, 1010224, Mo 0,433. 2350, л 0,837. 


2851. 221,09. 2352. =2,59, 2353. 0,950. 2354. = 1,53, 
2355.92: 0,985. 2356. = 0,957. 2357. æ 239 m (por la fórmula de Simp- 


"2358. == 5,7 m? (por la fórmula de Simpson). 2359. x, 1950 лат. 
2360. = 10,9. 2361. = 30,2. 2362, = 98,2. . 2 93. 

2364. x 569 mm?, 2365. = 138 пиш". 2366. 1/3. 2367. Diverge. 
2368. íja. 2369. Diverge. 2372. n. 

2374. Diverge. 


297/1—1n2. 2873. $. 2904. E. 2375. һу, 
2076. 4/2. 2377. 4/2. 2378. Diverge. 2379. 2. 2380. 4/2. 

М 1 
2381. | m si 2>0, diverge, si a <0. 2882 iH In 2. 


son). 


2x. ux Lx 
2383. sy rt 2385. TtT: 


2386. Converge. 

2387. Diverge. 2388. Converge. 2389. Diverge. 

2390. Converge. 2391. Diverge. 2392. Diverge. 

2393. Converge. 2394. л/2. 2395. Divergo. 2396, 8/3. 
23 2400. 242401. n. 


97. —1/4. 2398. 1. 2399. Divorgo. 
2402. $ nfa) 2403. X. 


pao. 144, 2407. 10. 2408. Divergo. 2409. 6—13. 

2410. —2/e. 2411. Diverge. 2412. Converge. 2413. Diverge. 

2414., Converge. 2415. Converge. 2416. Diverge. 2417. Converge. 
2418. No. 2419. Cuando k < —1 converge, cuando k > —1 diverge. 
2420. 1) Cuando k>1 converge, cuando к< 1 diverge, 


2) I= diverge si k<1. 


1 
aaa si kd; 
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2421. Para-k < 4 converge, para k > 4: diverge. 
2422. Divergo para cualquier k. 


2430. nl. 2431, nl/2. 2432, (—ty nl 


" (т —1)(т—3). 
mas, а) CT 


2n (2n—2) 
GEO)... 


(m—1) (m—3) ... 4:2 


дава + 


z=song. 2434, 2 . Ponerz = вел? q. 


na 
sena 
2486*. Para domostrar la igualdad de las intogralos poner en una do ollas 
z= 1/2. Luego, calcular su suma valiéndose de la identidad 
1-22 


1 1 1 
DE xy тра тут): 


2437*. Presentar la integral como la suma de dos integrales: {= 
š 


(=1 cuando a). 


—- 


+ [io la segunda poner x= i 2438, 0. 2430. тух. 
і 


2440. у. 2441*, У 3/4. Efectuar la integración por partes. 
aug, قق‎ n0. YE . Mag. m. 


2444. x/2, si a > 0; 0,81 a = 0 —a/2, sia <0. 

2445, л/2, ei a b; R/4, si a= b; 0, sia < b. 

2446*. 2/2. Eloctuar Ja integración por porte: 

2447*.. 2/4. Presentar el numerador como la diferencia. de los senos do los 
arcos múltiples.  , 

2448*. x/4. Emplear los mismos métodos quo los que fueron utilizados on 
los ejercicios 2446 y 2447. 


2449+. Poniendo у= z, hacemos ¿que Ф (=) tenga la forma ф{х)= 


LM 


F 
= | шге. De nouerdo coi la fórmula son z=2 sen dcos Ž dividimos 


Ei 
т 
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la integral en tres, ûna de las: cuales se halla directamente. Aplicando el 
procedimiento del cambio de Jas variables, las otras. dos integrales so reducen 


a las integrales del tipo ini 


iat; 9 (7) 9 $102. 


Ed 


2650. a2. 2451.12, 


24525. In2. Efectuar la integración por partes. 


24588. 102. Aplicando el cambio de la variable, se reduce al ejercicio, 
anterior. 
2454, — ln2. 


Al capítulo VIII 
в 6 use Hif 1 rg 
2455. -ү-. 456. р. AST. E 2459. рҮ 
эю. 24. 2461. ni у o, 


262, $ r+ y т G5 V9 


dleb—a lu (e+ VFT), donde в es la oxcón- 
trioidad. 


2465. 


v3]: e [YÊ изу]: 


еы 


2472. 1 (la figura consta de dos partes ci 
4 


áreas son iguales entre si). 


р 8 3 - 
2473. qn. 2414. тл. 2475. 


398 
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да? 2.13 
2476, LE. 2477: s (V iX vinea y 12$ Y3). 
эв, epl—2, 270, 4. 2480. S (04). 281. 182. 


2482, а) b (In&—1) —a (I a—1); b) 5—a. 2483, 3—e. 


2484. un 122 2485. 2— E 2486. inel. 


2487. ivi 2488, 2—1. 2489. TL. 2490. "mat. 


2401. qu. 2492, Gna. 


2493. M inia 2) A ЕЯ 

2494. эу 2) + 2495. 1) Hua, 2 Deer 

2496. Kam de dos pétalos). 2497. za. 2498, {8ла?. 
2499. Fa. 2500. Hs ys. 2501. A 2502. at. 


25055. «мн у. Рага construir 1а línea convione considerarjla 


variación de ф desde O hasta 3л. 2506. J. 2507. 02. 


a 


2508, a? ( (5-8). 


2509. (aH). 2510. a2, 2511. n V2. 22, л. 2513, 2 
2514. 3na?, 2515, án, 2546% 1) Val2; 2) Vx. Valere de que 


| — YE (integral de Poisson). 
2517. e. 2518. 2-4 y 2+5. 2519. ash, 
эю. зуртар п XH ш. iil, 
A i, 
2522. miei. 2523. lad == $G y 
25.429 2526, 4203. 2527. ЕРЕ т 


21° 
2508. 1--4-108.. 2520. 3. 


2591. Para t=; [еа 
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2532. Para t4, (= EE E). 


à Р 
25339. “жеше. Poner-z—a cos? t, у==®зеп31. 


A А 
2и. Ы[1+уу!а@+У®]. 2535. а. 2538. Er 
2587. 29/3. 2538. 4 V3, 2% 201-4), 2543. na VIF 
+5 In0n+VTFI. 2545. +5 


2546. За. 2547. $5. 


2549. k dele tener la forma ZÊ é uh. donde N es un entero. 
2550. 4. 2551. In]. — 2554*. Demostrar que la longitud de la elipse 
es susceptible de ser escrita en la forma 


T 


L=4 { (Y a£ cost Bt sen? V üt sen? tF B cos! 1) й, 
y 


y aplicar el teorema sobre la evaluat 2555. 2л. 
2556. 4) $ nal 2) nant. 
2557. болма. 2558, Ê galeri) 2550. E (2—1). 
- зр a. . Ty (да+ e Я 
ooo]. ce E 
dpü5—i6in2. 2563. x (E) 2564. = 2565. 2s. 
^ 2 E 
e 2 2. аз, 2) 12. 
2560. 77 Va mai vz 2]. 2567, 1) 2. аз; 2) T, «2508. Saa- 
элё 8 32 MEZI E 
2569. лаз (72 3570. dipsa 25И. тры, 2572. D. 


2513. у. 258.1) m 2) xy +. "Véase la indicación al ojerci- 


cio 2516. 
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3577*.25?a?. Es conveniente pasar a la forma paramétrica poniendo 


5 
E 2 шл, asp. sabe. Aplicar la fórmu- 


* 
la V— j 5 (z) dz, donde 5 (2) es el área de la sección transversal. 
à 
2580. 1) x, V 2; 2) 367. 
2581. пел V2 (2 -4). mæn Y (avi S 
2582, v oy Án (Уб+ V 3—4), v — Sn (4— уб). 


2585, ET) ems, El eje de la simetría de la base debe ser to- 
mado por ol de abscisas. 


2580. all = 128 cm. 2581, $ abh n (394p еп. 

2588, $ nen. El área del segmento parabólico simétrico es igual 
аап, donde a es la base del segmento y h, lo «flecha». 

2580, DH (24) y B1 (a-i): (Véase la indicación al ejercicio 
2588). 

2500. et. 25t. Sard. 2502. Ê лз 2598. cour. 


2594. EI 2595. quai 2596. E EE 
D 


2597. 2л2+ arcsens y 20242 in, donde e es la excon- 


в 
tricidad de la elipse. 2598. M UNES, 


2Y242 
2599. a [уз Уза Уба ES 2600. Зла?. 


2801. пе у (2). 2602. EE 2. 2608. 12. лал, 


2604. 82 (a3) . 2005. Saoz, 2006, бл, 


2607. 2ла®(2— V2). 2608. а[У2--10 (t+ УЗ. — 2609. 4ла?. 


2610. E. 2614. r2 Eu куз. 
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2613, El centro. de gravedad se halla en el eje de la simetría del segmento. 
mediando entre dicho centro y la base lá distancia igual a-< A 


2614. Para Siima, aha para S: fae "- ih 
2615. E=0, =. 2616. ё=0, nh. 


2617. El'contro de gravedad se halla en la bisectriz del ángulo contrál que 
subtiende el arco, mediando entro dicho centro y el contro de la circunferencia la 
a à 


; m 

distancia igual a 22, 
зив. ped, =f, 2019. 6-40, n. 

2020. + aresone, donde e os la excentricidad do la olips, 


252. p=, лер. 29. HÊ, 2028. жыў. зи. ху, 


2025. p= $a, ц=0. 262. §=0, aT. 


2028. E=xa, пе фа 2629. Бела паба. 
2630. ma, пе фо. 2084. iv vA. 


2034. El centro de gravedad se halla on el eje do la simetría del sector, mo- 


diando entre dicho contro y el contro del círculo la distancia Igual a 4 73935, 


2085. iE 


n 
2638. LE, 

Pme? 
2600. tae, пе фа. 2940. it 


2641. El centro de gravedad se halla en el eje de la simetría, mediando entro 
dicho centro y el centro de la semiesfera la distancia igual а R/2, 


-u AVR н n 
Da aa "83 
204. a+, 2845. E (M es la masa de la semi- 
circunterencia). 
20-0178 


120. 
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2946. PEPE TEP EV? уд, Iam TE as 1,=100(u 02 


ыз 


E و‎ am ад 
HA 35. 2050. 77. muc. 


2653. лён. 2654. IRM. 


2655. 


2550. Ê rabî, donde 2a es la magnitud del eje alrededor del cual se 
efectón la revolución. ` 
1 Sêx m 
28657. Lars. 2008. Д. 2059. 4) y g= 
жал (Be). 
2680. MIRA, donde M es la masa de la superficlo lateral del cilindro. 


зви. MRE. 2002. FMRE. 2800, qna, 2004, Öntab?, 


2065. El volumen es igual a 3Y2 ә, la superficie, 6/3. 
2060. El volumen es igual à 12л®а®, la superficie, 821208, 


2667. El eje de revolución debe ser perpendicular respocto a la diagonal del 
cuadrado; ol ojo de revolución debe ser perpendicular respecto a la mediana, 


2008. 020,7 m. 2009. sams, н (FE до) m (ZEL 00) - 
kmM ` ab kmM y т (724-0) 2kmM. 

2670. ау" ` M, Т lo GEL] H 2671. — ы 

оёз. 2 КЭМ сой | donde q es el ángulo formado entro 


VTA 
las rectas que unen el punto C con el centro del anillo y сол cualquier 
de los puntos del mismo; SA, 


F 
2kmM : € П 

2078. у (—vER) 2674, 2xkmo. 

26755. эт» (уреа) =2лтүй (tis), donde" aes el 


ángulo formado entre la generatriz del cono y su ej. Valerse de la solución 
def ojercicio 2818. 


2676. 2knvy 5. Primero, es necesario, calgular la 


fuerza de interacción del. elemento ds-:de la: primera: barra ya segunda 
(valerse dol rosultado del ejercicio 2870), y, luego, calcular la atracción total. 


здаю, DA (eR? 


Respuestas al cap. VIII 408 


el valor del trabajo se indica en йрт; sî Ла distancia] so mide en metros, 
el. peso específico, en Kgj/nz. 


— 


A 20 800 kem. 


2087. SP 0448 kem as 4,3 pulos. 


ҮШ Же тү 
= 2i 


209, AOS gn, api; AHOY 
=й = 


М.?д?п2', MR (388—8) an? 
T7 — T ms 


2682. 


2808, а) =; b) dos veces. — 2094, m. 2605. 22,2 т. 
2006, delo. 2097, (һә шша). 


2899, а) IPS. 52 ит, b) Jette? мт 
E m 


2100, am. 2701, ~0,206.emê. 2702: 0) dis; wb) A з. 


2703. 521 hora 6 minutos 53 segundós. — 2704. AVE вуз“. 
: zu 


з a з 
2105. BYU quay н?р para H=0: Dy ar. 
YE S VÍ, donde S es el йгеа de la hendidura. 


ж; a) nins sb) у а ej = 585 д) parte, 

2107. =3 1) а) Tire: b) 468 күт; e) 2258 gni 
2) al dictaron ti s ышаны UL table Ыш АНД 

2709. = 1600 kgm. 2710. = 82 minutos. 2711. Un poco más de 5%, 

2712. ур. 2713. а) 4:107* julios; b) 6-10- Julios, 2714. 5 em. 

2715. 22:946-culombios. 

2716, 22 1092 culombtos, 2717. = 5110 culombios. 


1 
2718. -EÈ La tensión efectiva do la corriente alterna os igual а vt 


amo. Lalo т содр. 2720. АЛ minutos. * 2721, 22,915 1, 


Ina—ine 


2722. a) НН аак nis ст: h) 20,125% 
2193. тЇ. de la cantidad inicial. 2724. 452,49 g. 2725. 
2726. 2: 35,3^ minütos 


26* 
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Al capítulo IX 


ame. SiL S=1. Cada término de la serie ha de ser presen- 
tado como la suma de dos sumandos, 


2728. $- (i) " Ss. 


1 4 $ 
mm. s= (1 zu im 
2130. "018. Zr РИНЕ т-р). sol 
я т CRUS axi п+1 п+3 =“ 
1 1 1 1 
21. sne (1+ ЖЕЕ сленг зит]! 
afa 
m pl quem] 
5-3. 
á 
e S= 
1 1 ES 
2135, [ur] s-. 
2736. S, = arctg PT Mc 
Convergo. 2738, Convorge, 2130, Divego. 2140, Converter 


x: 2783. Converge. 


ergo. 
Жз Diverso: Valarso do 


fórmula 
it 
ل‎ a 
sen a-- son 2a- . .. +300 ka= - z 
"rs 


5 de la desigualdad sons > s si 0<2< 5. 


= Convorge, pero no o absolutamente 2791. Converge absolutamente. 


Converge, pero no absolutamente. 2793. Converge absolutamente, 
2794. Converge absolutamente. 


2795. Diverge. 2796. Converge, pero no absolutamente. 
2797. Converge absolutamente. . Converge, pero no absolutamente. 
2799. Diverge. 2802. —1 <= «1. 


2808. L <= < e. 2804. 2804. —1 <= < 4. 2805. —1 & 2 «& 4. 
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2800. —1 <= < 1. 2807. 2 <—1 у z > 1. 2808. 4 <= <l. 
2809. —1 < z < 1. 2810. z Z +1. 2811. Para cualquier z. 


2812. —2 С: c 2. 2818. Para cualquier z. 2814. z > 0. 2815. 2 >0. 


2816. 22.0. 
2822. 11 términos. 2823*. Valerse de la desigualdad In (1 + a) <a 


(1) 0,049; 


um т uf) 


205, 1021 (6 
1(—0,2) 50,108. 


2829, (24-1) In(r+1)==. 2830. 7. — 2881. 0,2. 


2832, ГЕЗ + Valerse de la relacion сов 9-09 7 ~.» 


ET 
a, 
z 
3 : 2 
28989. y. Valesse de la fórmula x a 
m 
1 A П x 
2834. 1) 30r 2 тут [na-v544]. 2835. 1n2, 
2897, La sorie dada no es susceptible do sor derivada término a tórmino еп 
ninguno de los intervalos. En efecto, el término general de la serie de dorivadas 


ofrece la forma л cos (2722). Por pequeño que sea ol intervalo (o, В) y donde- 
quiera que esté en el eje numérico, dentro de él siempro oxistirán los nümoros 


do la forma „у, donde k es un ontero, y N, un número entero positivo suficien- 


temente grande. Pero, cuando z = x la sorie do derivadas diverge porquo para 
todas las л > N sus términos llegan a ser iguales a a. 


3 1 
08 <ra I UF 


2841. (y EE EP + 
+ is 
2842, а+{ [е- 4 геи E és 


4 2л—5) (=—4)" 
a goma]. 
1 23, 6-32 (z—3y7t 
2843. 4 GER Apa EE 
my? 22 mu ( 26) i872 (22 802 
785 —-(£) gore "(2) ar + 


T ger 
288. 1T + ob uet 


406 Respuestas al cap. IX 


2946. st e ite 4. 
ES 


2840. cosa [i HA aya mart: 
а ep ia pt]. 

авв, ctt A Ls ey Fm P Ep uu 

sii БЫ к ЭЕ, 


SSE, желу art 


2850, 2+ ax 
-)- 2852, 1— 25. 
2 


.. + +... 

а= 
open es 
EI 


ES 
2858. 1+ T+ + аг 


E ES 
#®, fts HC! а s 
2800. o7 ЖЧ Re ess J 
261, Ed seti ap EE 


2:3, 415 2ngantt 
292. iHe en 


эз. во арра m 


Dd 


жй, m Busen + 


4 „33 
ыды E Án 


же. 22 [y (5 E +. xà 
EE nh (s е]. 


4-4... (3n—2) 
2867. [Feet Mic me NP 
.. Qn—1) 
2^-nl 


(n —3) 22" 
Gym ees] " 


з. 2+] H S a 
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2809, 142224... enia e gie 

1405 101 
200.1) -n 2759. 9 T rot. 
2871, 1/6. 2872. 4/4. 2873. 1. 2874. 1/2. 2875. 2/3. 2816, 1/8. 
2877. 1/60. 2878. 1/10 < z < 1/10. 2879, —1 < z <1. 
2880. —10 <z < 10. 2881. х = 0. 2882. —V 2/2 < z < Y 2/7 
2883. — оо < z < co. 2884. —1/3 < т < 1/3. 2885. —1 < z «d. 
3886. —ile < z < i/e. 2887. z = 0. 2888. —1 < 2 <1. 


2889. — ce co. 


4-3... (2n—8) 227-1 
0. چ بچ چ‎ E Hom ia mort 
(—1&z&1. A 

ЕЕ 


2891, eR рр (04260) 
2892. a24 tt 2 (<<. 


s imi 
знов, 4 (EHH + T+ o) (= << + 
2894. 1,39, el error es igual a 0,01. 2895. 0,3000, el error es igual a 0,0001. 
2896. 2,154, el error es igual a 0,001. 2897. 7,389. 2898. 1,049. 2899. 0,3879. 
2900. 0,7788. 2901. 0,0175. 2902. 1,000. 2903. 0,17365. 2904. 0,9848. 
2905. 3,107. 2906. 4,121. 2907. 7,937. 2908. 1,005. 
2909. 8,017. 2910. 5,053. 2911. 2,001. 2912. 86. 
2913. 0,434294. 2914. 0,0990. 


2915. о чаар — tu] PM 
янв. nm аар eor Jtt 


зит. а. юв چ‎ +... 
2919. аа... 


E EM 
290. 04230 at 
AA 


2921. enl fp ar Er 5 
con Hart (—=<<0 y 0<2< о). 
ээ. САЛ а p 
(=o <2<0у 0<z<00). 


2923. сара E ف‎ + + 
(—=<г<0у0<гг< оо). 


408 Respuestas al cap. X 


25, 25 Ed 
TH. -p г О pos 
(о <<). 
2925, بچ‎ At +... (—1€z«1) 


1,25, 03 2 1-3... (n—8) sima 
292, n Жы ЖЕ зык „= ж = ыы 
(—1€zxt). 


1 :* $ s m 1:3... (àn— 5) zin-? 
NB АЕ ЭШЕ Г Жж HA 
(<<. 
"v 


ms 
2928. 2+ + و‎ рр (>> 


A ж 13:7... (з—$) гт 
| BB. RA AA 
-i <21). 


2930. 0,3230, el error es igual a 0,0001. 2931. 0,24488, el error es igual a 


0,00001. 
2982. 0,4971, el error es igual a 0,0001. 2933. 3,518, el error es igual a 0,001 
, el error es igual a 0,001. 2935. 32,831. 2936. 0,487. 


2938. 0,494. 2940. 3,141592654. 


2044. рр чыр + 
DA, арн Less. Presentar 2% en la forma 


exInx, desarrollar en serio de potencias de zlnz e integrar las expresionos 
de la forma z"]nn z. 


2943. 0,6449. 2944, 0,511 2945. 1,015. 
2946*. 3,71. Resulta poco cómodo calcular el área mediante la fórmula 


1 
S=4 j VT Zaz porque para z—1 la serie correspondiente converge Jen- 
Г 


tamente, 

Convieno calcular el área del sector Jimitado por la línea, el eje de ordenadas 
yla ا‎ del primer ángulo coordenado. Esto origina una serie rápidamente 
convergente, 


2947. 0,2505. 2948. 3,821. 2949. 0,149. 2952. 1,225. 
2951. (0,347; 2,996). 2952. (1,74; 0,94). 


Al capítulo X 
2959, 1 ley). 


2954. S=4 V EFIFI CE AE IFI UTES. ® 


EEEEEEEEEEE, 


28235 


RESSSÉS 


CEEEEEKEEEE! 


EEKEEEEEEEE 


Respuestas al cap. X 


0,2 | 0,3 | 0,4 | 0.5 [0,6 [0,7 | 0,8 [0,9 


56995555554 


213483232338 


52) 1; 8) 16; 22. 


E 
15 


2957. 1) 


ela 
> 
Sls 
te 

EBE 
> 
Ж 
> 


2958. 


segun. 


ido orden; 4) no, 2) no. 
2965. La función no es unívoca. 


arábola de 


р 


2959. La segunda fonción crece con más rapidez. 
1 Poner т = 1/2. 


2960. La 


410 _____ Respuestas al cap. X 


2966. 1) 1; 2) 4; 9i: 4) no está definida; 5) 1. 
2987. s = (ad y= e (z + got, (e + y) >O; з ов la función racio- 
mal de u y de v, pero node w, t теу. 
2968. = = (= + y)! + (zy). 
2 
2969, um (e ji ARE араар зена os 


la función entera racional respecto a E y 1, =, y Y z, pero no respecto 
aoyo. 


2970, z= ( 


i "pu; um фу резу. 


2971. = = const os una parábola, y = const es una parábola, 2 = const 3 
+ беа una bipérbola, z 


0 es una pareja de rectas. 
= const son rectas, z= const че 0 es una hipérbola, 


rábola cúbica, s = 
rábola semicúbica. 
const son curvas de 
саз). 


2975. 0<у<2 ASI <0. 209. ауу. 
2907. 0 <y < VE у < (e ФУ. 
279. E Er 20 £ m VE <s <. 
2979. (z — а (y — b)? + (1 — с)? < А?. 2980. 23 + y! < 4А, 
2981, v= гу (2R + VREZE) ; la función no es univoce. El domi- 
айо de definición de la función es 224-02 < &R*; 27-0, y>0. 
2982, Para 0<+ <1, OKULI Seu: 
pra 06261, ic; 5=ш 
para 1<z 0<у<1 s= 
para 16:42 i«y«2 Saya +2 
para 1&гч2; 2«y s= 


arábola, y = const es w 

= const =£ 0 os una curva de tercer orden, z = 0 es 

2974. z = const > 0 es una elipse, z = const e 

tercer orden (para z = 0 e y = 0 son parábolas semi 
y 


para 2& z, 1<y<2 S=y; 
para 2<2 24р SaR 
2983. Xen 2984. > 428. 


2985. Todo el plano, xp: los puntos de la circunferencia z* ГА 5. = R1, 

2986. Li parte interior del ángulo derecho vertical formado por las biseetri- 
«os de los ángulos coordenados, incluyendo las mismas bisecirites z -+ iy > 0, 
e | 

. Lo mismo que en ol ejercicio 2986, рого sin fronteras. 

2988. La parto interior de los ángulos verticales derecho e izquierdo forma- 
dos por las echas y = 1 + ze у = 1 — x, incluyendo estas mismas rectas, poro 
sia los puntos de intersección: . 


1-2<у<1+2(2> 0), 
142<y<t—z(2<0) 


(cuando z == 0 la función no está definida). "m" 
2989. Parte del plano situado dentro de los ángulos coordenados primero 
у tercero (sin fronteras). 


Respuestas al cap. X. AM 


2990. Dominio cerrado situado entre ol semicjo positivo de abscisas y la 
parábola y"==* (incluyendo la frontera): z > 0, y > 0; 3% >y. 
72991. Anill y E = 4 (ше 


bola y = áz, entro la pac 
о el arco de la parábola excep- 


mero entero positivo o negativo, o cero). 
2996. Parte interior del círculo zè + 
+ Йй < 2n + 1 (n es un entero), incluyen: 
2997. Si z> 0, so tione 
2 <y S (29410) m 
si z <O, во tiene 
20414) a (@п4-2) л; 
ШӨ ТАЕ (к Б Од (n es un ontoro). 
2999. El dominio rayado abierto (véase la fig. 83). 


Te do dos anillos 22 < + 
lo las fronteras. 


п es un entero. 


Fig. 83 


Para z >Oy>z + 1, paraz <O, 2<y<z+4 

3000. Parto dol plano comprendida entre la línea y — ги? su asíntota, 
incluyendo la frontera. 3001. z > 0, y > 0, z > 0. 

002 Parte del espacio comprendida entre las esferas zt + y? + e 18 y 


24 + 2 = RÀ, incluyendo la superficie de la esfera exterior y excluyendo 
la superficio de la esfera interior. 


. 2. ‚0. 3005. 0. 
3006. La función no tiene límite рага z > Û, y > 0. 3007. 0. 3008. 
3009. a) у = 0 б y = z* (0 > 1), z -> 0 do acuerdo con la ley arbitral 


b) y= $, z +0 de acuerdo con la loy arbitraria. 


3010. Es ol punto (0, 0). En el entorno de este punto la función puedo tomar 
valores positivos tan grandes como quieran- E 

3011. Son todos los puntos cuyas coordenadas son números enteros. 

3012. En la recta y — 

3013. En las rectas z = 


„у = n (m y п son números enteros). 


4n Respuestas al cap. X 


ctoa roy 
) es disconti- 


lo; 3) 
P û des coordonadas polares. 
“3016. Son las circunferencias cuyos c uw se hallan en el origen de coor- 


denadas y cuyos radios son 1, Y Y LN -F » respectivamente, 

3017. Son las circunferencias que E por los. putos AyB. 

3025. Son las rectas у = az -+ b, donde a = 

3026. Son las esforas poncóntricas cuyo centro se halla en el punto A y 
cuyos radios son iguales a 1, 2, 3, 4. 

Mri Son los elipsoides Я e ан cuyos focos se hallan ер los puntos 
Aya 

VEIA 


+ AA 
3028. Son las esferas #+и+е=(© 
3029. Son los 


3030. 1) Son 
volución o el cono 


donde еч, 


zz] 
oboloides de revolución z? + 


и = с. 
anos Zr y ges С} И los Riperbololdos dej re- 


+ y س‎ 20 = с. 
4% 
308. Eip para T=T0, 


3093. 29. os la volocidad del cambio de la temperatura en el ponto dado; 
L ез la velocidad del cambio де la temperatura en el momonto dodo (del 
tiempo а lo largo de la barra. 

3094, = es la velocidad de variación del área en función do la 


altura; E. es Ја velocidad de variación del área en función de la base 


del rectángulo, 
3036. 7L 4, 


3037. 22 =:322у— 


эшо. ر کے‎ PE 
* dz E булт аур C 
зом. 222-802) (A, 


dini me aa. 
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“з 


К. NEN, ЖИТ etur 
T AFi Әр Tw 
A b ou Гим ais 
3054. = соз Dco T Y 4d son مم کے‎ 
E ET 
domnm mi. 


3056. 


ж”? 1а (240+. 


s | ЖОНЕ NET: 1 
Vi WaT Vi 


E MANN 7 


5а Y 
a VAF 8 SpSYIy Ab] 


2 ¡2 is 
"ar py y mpg 


Le — ĝe 
Ea (al) O анир 
Ear; Aem 

— — ы М. 

C uS фу xU 

| MN HUM АНЕ. 

Ed ENTE 

a. Vi SEMI 1 
= RF) Va + RF) Va 
ЕЗ CREME OEE 

а г Uw а sn T 


| EN Жы = MI RT 
dE Finy ' у(к+Шшу) 


К 
д + 4 

XS Ina; A--—15 = nd. 

E SMN 


ds 


езш (++ 


zh 5 y 
д: 


Lnd m 
goi ert (yla 20): omes qnas 


- —— 
=m феа on. 

к ёи 
Е eem Ae 
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01. Le - ПЕ — — 
az LEN Er ' 
Es 
а= VSISISC 
302. ваду t; Dresd E 2ye 1. 
ES к o 
3063. oso pon. 


3075. 


LE worin 

De Gt yat rote 

eM Day HAH, Ж ے‎ saei 
мна m 2y cos (3-4 y2- at); 


2: а соз (:2--у--4й). 
bu _ ди 


ди 


dete, би е, SL ا یم‎ 
e, Ga Ins; e шашу. 


2 4 1 
$e; 3070. 9. 


=2 ерю Феи 


Het о el 


n QA З= Inz 
пт (НЫ): у= 005 lt +в. 


==” (лау соза ау); E etan а-а гүсовл г). 


Ox 
ЕЕ ETA 
Gy S) 
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E y К 
Би EVA 
Л нүз) утуй ` 


3077. E yii NI 224-215 м 
9: Ya 00 y bts 


v [ (bore 2) zarte] 
k = [ (tro 2) кае 2] 
Lane (нац £) (ccs E) 


3079. 5 = 


PL 1 ‚ Ms _ | i 
ur GreeRES aT арии‘ 
ди 4 


ъй A У 
CA ди ا ع)ء‎ 
LUE шс шы 
ди (z—y)'In(z—y) 
1o (y) 
3082. D эу: (son тй”! cosa; -Pm z (son г} Jn son 2; 


FN (sen z)vz 1n sen z. 


C de d 
La, 


y _ 2 
3083. 77 — р жа: ш donde r= y zr yi E. 


3084. LL (1r! gn) црта: = (ry em) ta 
AE) tga; e go nya) tga, 


donde a а 208 гуш. 
3085. 4. 


A lues 


3087. 4 y—1. c 3080. 5. sio. —15.. 3001. 45%. 


3092. 30°. 3093. aretg >. 


416 Respuestas al cap. X 
30M. dir (y — 62%) dz; d2 (3z — zy + 84%) dy. 


ут 

C 
a a چچ به‎ 
3098. > 3099. 0,0187. 3100. E 


3101. zy [(202— 3202-4224) dz + (4022—3022. 223) dy]. 

zdz+ ydy 2 (z dy —y dz) yàr—zdy 
зиз, TET. aus. ЯПА, зд. DU. 

dz dy 

3105. (zdy +y dz) cos(zy). 3100. FAA > 

Azy (z dy —y dz) zdydydr 
зт. TS. зов. Мил. 
3109. 270- (yz dz + zz ln zdy + zy In zdz). 3110. 0,08. 3141. 0,25 
312. EN 3113. = 7,5. 3114. = 0,005. 3115. = 1,08. 


3146. 5. 3117. 1,8 + 0,2. 3118. 4730 + 100. 
Sud sen C $сС sen B. 
39. 28+ BO nC son (BFC) 
3120. Crece con Ja volocidad igual a 444 cm*/s. 3121. En = 2575 стэ. 


3123. dre 5, ds (ig) 4040 ет, es decir, coroa de 1%. 
7d 


2 
8124, qeni—ac (cos t 4 — 60), 8125. sen 2t + 22 + et (sen t + соз t). 
э. ¿12% 

VGA 


3127. decem dii sen v coso (cos v—sen o) 


2 Lus (sen v- cos») (1—3 sen v cos v). 


E i 
а: 
эв. pop eadem 
= E їп (Bu—20)— zum 
sus. Dee ei e eae 
E =: SI. 
ETE de 
am. E изм. eme 
а 
9132. > т) (a+ à—v1). 


du 
3133. -gr =00% sen =. 
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а M de pai dy zy (y 4-1) de+ (240 dy] 
Бы а, Н С ПЧ GrP 
эш 


3135. 


WAR) даи уура. 


эб. Lezo 2 y ужу 227, J uas; 


3 
= ووس‎ Y enero 2L 


рее. 


5. Y 
зиз. тиу. Mas. 
u HN 

DIM 


a A 
у Г, 
зм. —]/ $. зм. => 


"(eub 


368. —1. sid; E 


a 23 & _ 
зз. к= 0: aH. 
"UR AB: CRINE е 
3108. rm — ER E ET 
СОВ NE o 
зш. “TET EN 


son 2z de+sen2ydy ще 


3167. Е 
sen 

3169, бй 3170. z= Кагоц Z. 317. rei i, 

9172. dE ر‎ 3173, d= V F(z dz— y dy). 


3174. 2 (z de + y dy). 
3175. 2 (2 dz + y dy). 


3476. de=e"u [(v cos v—u son v) dz -+ (u cos v--v sen v)]dy). 
A ES 


3185. =. 
P3 VER ON уати (4 узату 


ив. E x HPV TER, 
aut — F E 
саи? me «+ Үй 
y 
=” T 
p 


270176 


418 Respuestas al cap. X 
a. o ATA EROS 
3188. FINE da туг = cos2 (ax М); Ez 
= 2ab 0082 (ar). 
3189. des did pae) exe ym adw, 
E Ap Rad. ди 202—0) 
300 A AY GTg A EFF ° 


3101, E тушу) ГЕТА E ے‎ 2 КЕ 


Pa de hasta даху, 
E zy 

DONC PEE." EE. RENI 
= VEA эй УЧ 
Pe 1 


En YU 


эшо. 77 n zu 9962 Gesner. 
a = 


sus, GEA, 100, — (2son зулу coo). 


3197, (22у2124- 3224-1) evi. 
3198, аак. нр. ی‎ ЖШ 3204. а= pm 
АЧ. К.Е ef , EL ( 2 
PEE IDE xa (£) 
sm, EY TL E ш ше ш 


сд 


a a 

7 0 xo 
pj a 2 

Ör дй дгду 

3r er m 

бу ӧхду Oy 


3249, —2ydz?-L4(y—z)dzdy--2zdy*. 3220. S. 


za PEA Ec A Aa 


3222. 2son 2y de dy + 22 cos 2y dy*. 3223. e [( dz + z dy)? + 2ds dyl- 
3224, 2 (3 dz dy + y dz de + z dy ds). 
3225. —cos (2z + y) (2 dz + dy)’; (2 dz + dy); 0. 
3226. CHUA Ire ed o M эз 

et 22у ад. 
эш. (E) e Rn (R5) г]. 

_ 2 oh dei (rh Peg at) de dy rhy dt] 

02—25 
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3229. —34,5 dz? 4206 de dy—308 ûy. 3290. Е 


эш, убур. sm 0 ар. 3083 yrs Sm. E. 

sos УА gp, Le». 3237. PE 
[12072 

308. — 02. 3239, p Pu tó 


320. oot Fo ()-e(p. se, —4 Dn, 


Al capítulo XI 


3242. 22 + 2y — ry + h (34 — y) + k (68 — Bah? — hk + 

a + 2y’ — ту ( ГД (6/2 — =) + ti un. 
3243. Az = 1544 — Ghk + K? + М 
B244. АС A F TR Ам TE AAR p I — 2B — 


e Lo htk + Lena lae; 
4 (4,02; 2,03) = 2,1726. 
3245. Az! + By! + C? + Dry + Eyr + Foz + 


+ (24z + Dy + Fa) h + (2By + De + Es) k + 
ERU e auda BK + CP + Ок + ЕМ + РМ, 


эмб. 2e +7 (95) +4 6 -4)- 
Aa 
— [cost cos (2-3) зове (2) (1) 
+c n (+3) (uF) en tees (37. 

31, A AL (EP о. 1,1091. 
3248, ех [son у-ЕА геп у cos y+ (son y АА cot y — Kê sen y) + 

+i (isen аса sı 844051. 
8249. уау I hes 


8050. yt p rg m + ty m Set) 
MS. Het. am 


27 


420 - Respuestas al cap. XI 


su, a= y f e+ hoe m tea. 
Fijarse en que акц y = arctg z—aretg y. 
коны E уа 
»(xr)nz-zxz£e. 
vui шн select 
M 2 
а. penn 
3954, Jy ا‎ э, 3 бр, 
= = 
"E g^ S s ати" 
n PES 2e 2ге 2i 2 IO 
Po сег Ре 


3987. +e y) e IA 


3239. (0, 0), (5/3, 0), (—3. 2), (—1, —2). 
3260. (4/2, —1). 
3261. (0, 0) 


), (0, a), (a, 0), (8/8, а/3). 
3262. (0, 0), 
3263. (n/6 


0, 2b), (a, b), (2a, 0), (2а, 2b). 


ROS 
la). 3265. (—2/8, —2/3). 
0, ‚ 1). 3267. (6, 4, 10). 
'y € son los máximos, В es el mínimo; en el entorno de D la super- 
la forma de ensilladura, a lo largo de EF la función conserva su valor 


constante. 
3269. (—2, 0), (16/7. 0), cada uno de los puntos es estacionario para una 


de las ramas de e e 
(—1, —1). 

. Рага comprobar que el punto hallado es el del máximo hasta 
п en la forma z= 10 — (= — y — 2: yl. 


328. (—1, 1). 
3277: En ol punto (6, 4) se halla el máximo. 
,, 3218: En el punto (0,0) noerite el extremo, En el punto (1, 4) e halla el 
mínimo. 

3279. Los valores máximos y mínimos se hallan en la frontera del dominio; 
el máximo es у 4 y so halla en los puntos (2, 0) y (2, O); ol mínimo 08 а = 
АТАУ ге haila on dos puntos (0, 2) y (0, —2}. El punto estacionario (0, б) no 

la extremo, 

3280. El valor máximo ғ = 17 se halla en el punto (4, 2); el valor mínimo 
z= —3 de balla en el punto (1, 0); el punto estacionario (—4, 6) se encuentra 
fuera del dominio dado. 

3281. EI valor máximo т = 4 se halla en el punto estacionario (2, 4) (de 
este modo este punto resulta el punto del máximo). El valor mínimo z = —64 
se halla en el punto (4, 2), en la frontera. 

3282. El valor mínimo do la función es z = 0 y se halla en el punto (0, 0). 
El valor máximo es s = 3/e y se halla en los puntos (0, +1). 

Зу, под 
3283. за 2 УЗ en el punto (F, 7) (máximo), 


“mín =0 en el punto (0, 0) (en la frontera). 


3284. Todos los sumandos son iguales entre sí. 
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3285. Todos los factores зоп iguales entre sí. 
8 a Ж Ж Ж. 
3286. (5. 5) 287. 24-04-23. 
ўа Su 
3288. == El, s=, 3289. (3, V3, 0); (3, —Yy 8. 0). 
3290. El cubo. 3291. En el punto (1, 1) está el mínimo, = 


3292. (а, a) 0 (—a, —а), z = а? (cl máximo), (a, —а) б (—a, а), 3 = —a* 
(el prisa 
(—aV E, —aV 3, 2 = —V Ya (ol mínimo), (4/2, aV 2), 2 = Y Ta 


(el ial 
3294, Los puntos estacionarios son چ‎ Arctg > m Ang £. 
3205. (3, 3, 3), u = 9 (el mínimo). 
3296. Cada una de dos de las variables es igual a 2, la tercera ез igual a 4 
(el mínimo igual а 4); сайа una de dos de las variables os igual a 3 , la tercera es 


igual a E (9 máximo igual a +) * 

3297". Analizar si la función HEEE tiene ol mínimo cuando 
yn essen en A. En general, os válida la relación -Æ+ PES 5 »(XRy, 
ва ya >0. 

20. unam ppa MN =a Ура ра! 

ERES: 


м ‚в 
3300. ugar mi, ча — зэи. (5.2, 3). 
3302. (3, —1, 1). 3303. а) (—2, 0, 0); b) (2, 0, 0). 

3304, El cubo. 3305. El cubo. Er 


EN ^ 
3301. 51 ез ol radio de la base de la tionda de campaña; ff la altura de 
la parte cónica; h, la altura de la cúspido cónica, deben veri ficasse las siguientes 
relaciones: 
гандл ys Hz i 


3308. Si 1 és el lado del trapecio, ^. la base y œ, el ángulo de inclinación 
del lado, deben verificarse las siguientes relaciones: 
¡mba AE а=, donde A ез el área dada do la sección. La superficie 
lavada өз u=2 /3- V A 2,632 VA. 


3309. El cubo. 
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3310, Cada uno de los lados de la base es igual а 2z4- 


, la altura es 


dos veces menor: («+++ /2), 331. aè (el cubo). 


3312. El área mínima es igual a 3 V Jab. 
3 4 3 4 3 
зиз. (+ а, 
(ys ув) + (7-77) 
mu (—$.—1). 3315. 095. 3316. nag 2- 
3317. Los lados del triángulo son V25, V25 y 2V3. 


H 2V3 | 2yÀ 
3918. La altura es ^, los lados de la base son == y سیک‎ 


el volumen es V=-37 abH. 


línoa que une los puntos 


3319. Es el tetraedro. 
3320. La normal a 1 


lipse en el punto buscado debe ser perpendicular a la 
os. 


3321. La normal debe л en el punto cuyas coordenadas son 
= 
VS k m 


4 3 1 „з 
e. (a gı 3): (59 7). 3. 2 VE 
| Бе Т ا‎ же, nm upon. =0. 
зв 0, 0) 3829. (0,0. 3330. (0, 0). 


(0, 8), (213, 0), C 
20583670, 0) ia ST EN aislado. 


3338. kn; k == 0, 4, 2, . . . воп los puntos de retroceso. 
i ad HUM [кез de rotroceso. 3340. (0, 0). 


= f (a) = z агол z + VT 4. 
. 3342. зм, IAE 


— 4/27. La primera ecuación es el lugar geométrico 
; la sogunda, la envolvente. ipe 


gro sme, aa uat, 


зив, stp 


3350. Piso" 4 PTT 
3352. Parábola Vz + V y = Va. 


3953. Cicloide -— (sent), з= 2. (4—c051) 


2 
3354. Elipse 22+ =F. 3855, Hipérbola =. 


3357. Evoluta de la parábola E. 


3339. Hipérbolas а=} уз -4. 
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3991. а) 25-87 gir Aal ; 
2, er а, 
COE rx: 


(FR). 


3962. De la igualdad Еш) se deduce 


dr — da dr 
aE a ® ar 


See) re yr, eto. 


3363. Derivando la igualdad r*— const (véase el ejercicio 3361) obtenemos 


ж. = 0. La tangente a la línea esférica (o sea, la línea situada on la esfera) 


es perpendicular al radio de la esfera trazado al punto de contacto. También se 
verifica el teorema inverso. 


dro dro. Pr diro, dr 
3908, dno dry. Pr Pr e dr e 
"Tu aR Fa ¥: 


ёк Br ورو‎ yeg ir 
AGA 
3370. De la igualdad a Sr (o, donde 4 c— t, 


se deduce que ei la línea cerrada (debido a la igualdad 7 (5) = r (у) habrá un 
punto еп el cual la tangente ea perpendicular cualquier dirección proviamon- 
lo байа. 

3371. La hodógrafa de la velocidad v (a cos t, o sen £, 200) es una hélice, 
hodógrafa de la aceleración аю (—a sen t, a cos, 20) cs una circunferencia. 

3372. Lo multiplicación escalar por а y por r da: аж 
donde ar = const, es la ecuación del plano, z* = const, es la ecuación do la esfe- 
та. La trayectoria buscada es una circunferencia cuyo plano es perpendicular al 
vector a. 

3374. Else. La velocidad es máxima enel momento en que ol punto mater 
rial so halle al final del semieje menor, y es mínima en el momento en que el 
punto so halle al final del semiejo mayor. La aceleración es máxima (mínima) 
$n el momento en que la velocidad es mínima (máxima). 


3375. Componentes de la velocidad 2: [x m Indicación. 


Hallar los productos escalares Ze Жы e 
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—72а 
—— 


L NE LL 4 


[EE 


Vb (z—29— V à (y— yo) =0; 


; 24624-36: = 27060. 


z—279 0—00 2—0 9 E 0. 
d "apr tap 


==} 8144-9410, 
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i —1324+8y44 02:6 V3 =0. 


“му? 
- 22 --3y 4p 622-37; 


> —Ó 6z-+2y—3s = 20; 


zi y—13 
еар 


=: 32—602 —81. 


эин. Para cualquier punto de la línea la ecuación del plano oseulador es. 
E Grippo ed 
Si. md plan cesis es el ынна para lodos los puntos. de la pas, Su 


ecuación es. 


ж p ж} qa ex 
а a УҢ da da 
da S la ае 

2 = 
sus, Siy 3396. R= Y 2 cosec 2t. 


[ёё 
3308. ke BL Н 


е” хх” 
3309. nM p= m 3 EM vetet ДИ - 
3400. чу == v X fii vm By X ni а 
ена e E h o EA T de a pescado 


on la forma 
ө = (т) 1, + (әм) vy + (ef) В. [2] 


Do todos los datos expuestos en ol ejercicio (teniendo en cuenta las fórmulas de 
Frénet) se deduco que 


өх ө хуа и ТВ өх фу Ге 02) 
Multiplicendo estas igualdades de manera escalar por vi, Ba, ч, respectivamen- 
% obtenemos өтү = 0, e, = k у, por consiguiente, ө = Tx, + 


+ Мн. Le ашин тыда en lod fórmula (2) multan que esté vector stiafaco los 
datos expuestos en el ejercicio. 


3402. 99 + In 40 zz 101,43, 3403. a ln (1 + УЭ = angg 
3404. VF (et — 1). 3405. 5. 3406. 4a. 3407. /Z 


эше. + (12-102). 


ЗН. aya . 3412, 2+a=0, =a, ya. 


3413. 1724-11045: 60; E 
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B4. sy 420; 
A 

з. LLL уз, 
(7e p 

3416. z- My 5:18 


E‏ 0س 
ЗИТ. 32242440; Ту.‏ 


3448. Dep y pta 250; Ei 
эй. бе+ш+:—28=о; Sz Se is 


зан. im y/ E y array T. 


3422. афу: = Y EE REEL 
3624. Todos los planos pasan por el origen de coordenadas. 


3425. 292 + Voy + 19 a 


Lt 
To Wo x 

am a(s—a) | b(y—u), 2% 
wn. -reeta A e Tn 


3428. La 3430. Zepy—a=2. 3434. 42—2y—3:+3. 
3435. Ai al Lr ор. $ ses untos (0, 3, 3) y (0, 3, —7); al plano 
a eo Ve ps улу чау 8,3, —B) al plano 20+ on los puntos (0) —2. 

xo, y бше — 3 (uo + v) у + 25 + (uo + vo) (иф — uoto + 23) = 0; 
b) 3 (ef — i) 2 — 3 (у + 10) + 22 - 439 = 0. 

3191, Фаг ê LA pe =0 
вилити 

ЕЯ Se 15 2) ре P. 53 — Ya + 4). 

3440. 1) 00943: 2) Peres 3) ت‎ 


3441. 0) tg p zc 0,342, 
3442. El eemieje [ud y 
3443. 1) соза 2 0,99, a 


La 
° 527; 2) e Anm. [EL EA 


8°; 2) сова = —0,199, а = 1019 307. 
4. a (=F F) (a): 2) Los puntos situados en dà 
з. ар C cx) 
circunferencia Sigel. 


340.1) дйн Dh, Ri D SEXIES Le TS, dodo ras 


el radio vector. 
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3450. 1) 2r; Qnm 3) 2F"(r2)r; 4) a(ór)b-b(ary 5) ахь. 
зв. Fh 2 x. з —y& 4299995, ^ use, YT 


" 1 
мэз. 4. 3455. 1) 5; 28. 3456. —22. 3499. у. 


Al capítulo XII 
3460. M= , 1) do. . E= „йо. 
м IL y) dc. 3461. E. je y) do. 
3462, Tele $ j yy (z, do] 
р 
3463. Qo (6—0) 1 j e(z, y) y (z, y) do. 


3404. PES иш. B= | f мв PET 


3466. Вл (5— V 2) 1 —82(54-Y 2). 3467. 6x <1<100%. 
3468, 2</<8. 8469. <<. 3470. 01 < 64. 
SAT. 4<1<36. 3472, ра нета 9478. 4л cU 
МА. 0<I< a. 3475. 241-72. 

3476. 282 V 8c 1«—50x y 3. — 3471. 4. 3478. (e— 1). 


a 4 2-72 А 
369. dy. 3400. шт. BL ат 


3482. n—2. 089.2. MB. i, 
Beti M 
и U^ 2 oim 
эв. (ае | ле, Day. заво IE T re om 
m i 
‚ угш А 
un. Jas Û ый sus. ju ү те. да 
Le! ET 
à 2 yra 
Yi he E 
j de j f(z, йй. — 3490. je j ГТ? 
уз ož = ¿ven 
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4 34-F 1 Ух x 
sen fas | senan mem. je ie om. 
0 руса g ха 
2 t 5 dae 
os. far rm nane [ae [rem nae 
P x то» 
2 ь 
+ EI TFT «3 T 6-2e 
ми. fa | ш nart | ás [лиа | | ей 
Se 49у ЖЖ 3 4 


йк» “l 


2х 2 
ss. (а | 16, aut | 4: | 162, йд. 
Ж і 
2 2 
; 
H 2s Ж av 
se ja | senarta | ore 0а 
0 „ру 2 зу 
8 24-4 
+ jer | fena 
+ 21% 
2 vm 2 vim 
sm fa | oreaeejae | nenas 
^ Иа ^ уә 
y ma 
be f rena 
2 уги 
vim 
2408. [а јене. моо. D | иа 
vn 
е a тше 
a | её. зш. f ж | ore nd 
ен vi P tel 
2 Y 4 2 
soz. | ay fte, а | av | 162 maz. 
e 23 
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2 
jd 
a08. | ay | 1e, nerja fte, йй. 
i 
i 2-y ds 
aos. fay | re nem 2 Û as | fe nas 
E 
y yga 


" 
m 


a fa 1 às. 
$2 
E: 
yt 
$ 5 T 
3505. 1) lote patha | 1e Das 
1 25-3 


n А = 
2) ju fe йй 3) j 16, d 
1 24 
n au 2 AVE 
aja | fenes | fen 
ә A 1 2 A 
з 
E oui x 
FUE E жын E эме. ү. 
3510. —2. 38И, JL. 3542, т. 3513, 4. ЗУН, 3. 3515, 22. 
3516. 2 R. 3517. б. 3518. C MERECE SAY Es 
LE! 
3521. 2e—5. 3522. 5 (m2-3)- 3523. me зм. Lo. 


R 


8 
3525. 4) | др | reos. psn 9) p api 
0 9 


$ m 
$ 1 (9 cos, p sen q) o dp; 


E 
3 j^ f(pcosq, р sen Ф) p dp. 
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ant? sese 
320. | ae | remo, репера. 
À dde 
т 
bo: о 
527. f de { 100009. psong)pdp+ 
9 x 
E acoso 
+) ў d (p cosp, psen р)р ёр. 
mg ® 


f(pcosq, psen Ф) рар. 


g 

8 
еа 

з 
oů 


T 2 

3529. {ә j f(pcosq, p sen р) p dp. 
° Viwe- X) 
Y van 

3590. j de 1 сов Ф, psen 9) p dp. 
-4 
л 
T ааш 

su. [ae | рот psen g)pap. 
° 
Yon 

3582. | # | rocoso, pna mede. 
ME 
T ameno 

3533. jo. j (р соз Ф, psen q) p do. 
e 
3 тк 


"EL 
{лөө ses 2 | ener. 
à i 


3536. AE 11420) ln (14-82) — Rè). 


a(n—2) d 
-F 


3537. . 3538. Rh. 3539, —— 
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жа - 
3542. s20 cos, v=3pson е; I6 | ар | / (Фр сов, 3p song) pdp. 
аа 


3543. г =рсозф, у= V 3p sa qi 
m — Vicotoseng 


1-y8 j ар { совр, Y Spseng) pdp- 


i 2 
3544. 2=0p cos, ye bp sen P; 1-9 | | VIP) p dp. 
» $ 


я 
ET g 
atb? 1 
3545. "j^. 800, рр. 4T, j de | de | {(р сове, psenq, 2) рар. 
t 
E 
Т ree v 
ase, | ар pdp | осоне, pson o, s) ds. 
E Ц 
a a 
3 $ os 
3540, IET Û песната, p sen sun, o cos) dp. 
з а 


RV Ун 


1р cos q, psen ф, 2) дг. 
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3556. Login 3557. —. 3538, als E OER -vi- 
= E юу „м ас cani 
эз. 1882. I). жеи. JEn. 3502, 12, 3568. т. 
3564. эш. 3565. Ня 3566. 10. 3507. 45. 

358. з. 3569. 61. 3570. Pu i) . 3571. 222. 


3572. Sm. 3573, 1237. Й im 


3577. фу. 3578. Fade 


350. 368. 35899. аат El cuerpo es simétrico respecto al plano 
ga. 3588. 2(e-3). i Ш 


3508. 2. 3599, лар. 3000. E 3601. LA 


3602*. E su. Pasar a las coordenadas polares. 3603. i ES 
1 
2a2. 3 zn 
3604, 2a2. 3605. 5 


3608*. 1) A i3 E л. Valerse del resaltado del ejercicio 3541. 


ү. 3607. 


3609. S. 3610. 7. 3011. ——. 3612. 4(4—31n 3). 


35 


3613*. La proyección del cuerpo al plano Ozy es un círeulo, 


3614. 


E 
Ж 
т de coordenadas al ° 
Apo Pasar el origon de coordenadas punto ($. 7 ie) 
i 


3615. ay Sau Pasar а las coordenadas cilíndricas. 
х 92 
3016. бел, 3017. дг. 3618. = amt. 
а 
3619*. e Pasar a las coordenadas esféricas. 3620. туо. 


3821. cut. 9622. sad. 3623. das. a624, 2502. 


310— УЗ) 3628. 14. 3627. 36. 3028. 8л. 


3 


3625. 
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3629, 2 y Zap?. 3630*. 2xR?. Proyectar la superficie sobre el plano- Oyz. 
3631. 8 VZab. 3632. Lv. 3633. ЕРТ ИУ 

3634. ža (VB). 3635. 4na (a— VFT). 

3636. 2H* (n—2). 3637. 2R? (n--4—4 V 2). 

sx. E (ay1- 5 V m24 V3) - ээ. o. 
3040*. ЕУ 


\— V 3) x 3.42.1082. Pasar а las coordenadas esféricas. 


3641. A 3642. 81%. зиз. E. 3644, £m. 3645. ARO. 
3646. Las. 3047. El momento estático es igual а +. 


3648, El contro de gravedad se halla en ol eje menor, a la distancia igual 
a + del eje mayor (bes el eje menor). 


3649. t=(1-54) (34-0. "-$ 3-1) (2+2. 
3650. El contro de gravedad se halla en la biscctriz del ángulo а, а la 


а 
"rs 
distancia igual а Lt 2 


del centro del círculo. 
3651, El contro de gravedad se halla en la bisectriz del ángulo a, a lu 
"T 


4 
distancia Igual a 7 R—— s 


del centro del círculo. 


3052. X =0. 3053, $ant. 3054. ie 3655, Tt (08400), 
3650. Sun, 3657. енә. 3658. m. 3659. ah (22-5). 


3660*. Seleccionar el sistema de coordenadas de tal medo que cl origen de. 
coordenadas coincida con el centro de gravedad de la figura y quo uno de los 
ejes de coordenadas sea paralelo al eje respecto al cual se busca cl momento de 


3670. ¿=0, n0, lo 54-9. 


3071. E=0, y=0, E 


280170 
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3072. £20, qt, te ss pe B, цел, Де 


3674. E=0, y=0, A 


3075. FMRE, darc уме у чу ee. 
3070. qam. 3677, ae u (e+e, L Maye). 

3678. M GE Ai (834-382). 3679. ix AR. 

3080. эрлан REY I), 3681, у.м (RE + H2) . 3082. Еу ма. 
3683. | wi 3084. ie 3085. 2nr (R—r). 

3686. 4. qu. 3687, 2xy (R2— 72). 3688, MM (an 4-29). 


мз 
36895. pum Si ol ojo Oz so toma por el del cono y el origen do 

coordonadas, por au virice, la ecuación dol cono es 22+ pte aut. 
3690. + apro, 3091. TE = (18 va) Ў 


3692*, E=0, y=0, ón. Pasar a las coordenadas cilíndricas, 


3098". dg. Véase la indicación al ejercicio anterior. 


3694", Seloccionar el sistema do coordonadas do tal modo que el origen de 
coordenadas coincida con el centro de gravedad del cuerpo y uno de los ojes de 
coordonadas sa paralelo al eje respecto al cual se busca el momento de Inoeola. 


3695. M^. dondo М os la mas» de la esfora, y k es la constante gravi- 


zz $ 
tacional. 
3696*. borsa del resultado del ejercicio anterior. 
1 Я 


3697. -i , k es la constante gravitacional. 

3699. El centro de presión se halla en el eje do simetría del rectángulo 
perpendicular al lado a, a la distancia igual а EL del lado вимайо еп la 
superfcio. En ol segundo caso (ol lado e situado a la profundidad igual а hy 
la distancia que mega eatro. dl comtzo de presión y al lado spare sor, igual 

+ B h Р " 

а араг» бойдо 1= ш. (Para 1> b el centro de presión casi cólncldo 
con el del rectángulo.) 

300. a) sina: b) Asma. 

3701. El centro de presión se halla en el eje mayor do le elipse, а la 
distancia igual a a+ de su oxtremo superior. 


É 
EN 
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3702*. Seleccionar el sistema do coordenadas do tal modo que uno de los 
planos de coordenadas coincida con el de la placa y uno de los ejes, con la línea 
8 intersección de la auporicto del líquido con el plano de la placa. 
3703, Diverge. 3704. 2л. 


3705, Ez. 3706. 4. 3707, 2. 9708, $. 


3709*. x. Pasar a las coordenadas polares. 
sena 


3710*. $. Cambiar el orden de integración. 


3711. fi.» Убаво la indicación al ejercicio anterior. 


3712. Converge. 3713. Diverge. 3714. Converge. 
3745. Divers. 3718. No. оо 


9717. + ans. тс. 3719*, л Y m; valerse de la integral 
de Poisson [eae MA. 
è 
3720, Diverge. 3721. Convorgo. 3722. Divergo. 
3728. Sam (»2-3) . 37049. л. (Véase la indicación al ojerci- 
cio 3719.) — 3725. A 3726. YE * 3727. 2akmy (R+H— V FI. 


La fuerza está dirigida a lo largo del eje del cisindro, k es la constante gra- 
vitacional. 


3728. DE q, donde 1 es la generatriz del cono. La fuerza está 


dirigida a lo largo del oje del cono. 
3729. а) a=hyo— 3yo == oq: b) ence E, 
3730, Está definida por todas partes excepto z=0. 3731. Зл. 
5а2-- 352, 3 b 
euim лу чош). 


3733. 


(nd) x 
16. Qn—2) = ("7 
ams, =AL, gage, ERE, Dorivar respecto a a y b y sumar 
ara 


3737. 00-а). 3738. -pln (1+0). 
379. In (e+ VIF). 3740, л (VI). 
зт. F mUa), si a>0 – а 1—0), si a <0. 


amz, па. 


3743, narcsena. 3744, xarcsena. 3745, Y ma. 
28* 


436 _Réspuestas al cap. XII 


3749*. Ya (Y 5— V a). Derivar respecto a a o respecto a b. 


gn. arctg Ê aretg = aretg س‎ . Derivar respecto a б о c. 
um 
зма. p Эа 2. Dorivar respecto аа о, 


3750. Ș ln 154), si a>0; 0-0, sia<0; 


А 
T 
j = а= 102. 32549, In EZ, Efectuar la integración respocto 
И 


K 
1 


Lr 
al parámetro л deste a hasta f. 


3752. Vit- 3758. j + 
3755. $ n. 
377^. 1 lim 
“ 
a „ ve 
= ım [| Jen da | LE [=m | LE as. 
p UU; * Lr 


Evaluamos la última integral sustituyondo, / £) por sus valores máximo y míni- 
mo en ol intervalo (ae, бе), y pasamos al límite. 
1 


3758. nÈ, — 3:59. aÈ. 3700. Lin 
а а 2 


|. злі. dn, 


3762". iu 3, Presentando sen? z cn forma de Ja diferencia de los senos de 


los arcos múltiples, reducimos ol problema de este ejercicio al del ojorcicio ante- 
rior (seleccionando conveniontemente a y b). 

3763*. Para demostrar las relaciones se puede valerse de dos métodos, a 
subor: 1) efectuando la integración por partes; 2) cambiando el orden do inte- 
ración on la integral dohle que se obtiene después de sustituir Ф (az) por la 
integral. 

3764". Véase la indicación al ejercicio 3763. 

3765*. Valerse del segundo método de la resolución del X370. Рака dè- 
mostrar la segunda relación es necesario analizar la integral 


(EA D 
EXE ү 
$ 


para [a2 4 y la} 1. Рага ello transformar la expresión del numorador, 


y tener en cuenta que | ÆRE = (integral de Dirichlot). 
° 
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3761*. En el primer miembro do la igualdad sometida a prueba, poner las 
expresiones рага y^ o g” que so obtienen derivando la integral y respocto al 
rámetzo. Efectuar la integración por partes de uno de los Sumundos obteni 
'68*. Véase la indicación al tci 3167. 

3769*. Véase la indicaci al” ejercicio 3767. 


Al capítulo XIII 


3770. Y 51n2. — 3771.24. — 3772. ET Y5—1) — 373. 2m. 
ab (a + ab b3) < 

ana STO. 3779. Ane Va. 
o 

3716. IE рат) V Ee ар. 


. Pasar a las coordenadas polares. 
3 


2 2 
3TS. -чун®+-4)5—8. 3780. жеу 
i 
2 vi x 3783, R? УЗ. 


5 
3784. deren? —(Gbr0?) 3785. ӧл. 


3786. E arceen z, donde z cs la excentricidad de la elipse. 


3787. (em 55) VETE. 3788, (Ie) W3. 

i 
we. (о, E, Фе). озю vz 2 qae) eo? H] 
3794. Iz= (E 5) MES тее Vini pM. 


3792. зле. 3798, Ê. sme Н. gms oen 


9790. зе (a In ate ‚ donde e=Y E Pam а= S=2ka?. 
3197. L2 3798. SR?. — 3799. 482. 3800. Hm. 
25 yz 2лтЈа 


3801. 


3803. ®, donde а y b son los semiejes de la 


um 3805. IF 


elipse. 3808. ZE. Para R=h Y 2. 


3 ab 56 
3806.3. 3807. 7-. 3808. ——15-- 380. 37-7. 3810. 4x. 
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т 
suoni Duy Эзу: 9 9р. 
3812, En los cuatro casos la integral es igual a 1. 
> 

3813. 0. 3814. —2лаЬ. 3815. + . 3816. ла?. 

3 = е анз 
3817. p RVT. 3808. 18. 3819.0. 3520.3 03, эзи, ~r, 
3822. I (824-00) de dy. 3823, j (0—2) exi dz dy. 

D E 


aRt А заз 1 
3824. А, 3825, 1)0; 2) .س‎ 3827. X. 


3836*. Aplicar la fórmula de Greon al dominio doblemente conexo limitado 
т el contorno L y y cualquier circunferencia cuyo contro se halle en el origen 
ordonadas y que no se corte con el contorno L. 


3897. л. 3838. 8, 3839. 4. 3840. In 7. 3841, л, — Ry. 3942. 29. 


9 ELI 
398.0. 3M& —À. зм. uo Ee. 
3846, we (y+ CO. — 3847. иеш SC. 
3848. un VERE Pti ү, 

Br e 
3849. [2 4 +С. 
3850, u z* сов y + yl cos 2-С. 
Mn E: 

e E +С. 


3858, п=1, uei la (FP) Farotg 41-C. 
= A 

3854. ab 1, u T+. 

3855, v= In | z- y 2|-4- C. 3856. 

3857, агер у: 4-С. 3858. u= 


u= ynTvyES-AMC. 


" 
NES A -— 
3859. u= z EC 3860, uz e* (z- 1) 2e —e77. 
380. sab. 3802. "mus. 3808, Orat. 
38049, -3. ал, Ponor у-=12 al pasar al parámotro. 

EN 1 
3865. E 3866. TO 3867*. 2a*. Poner y=ztgt 


38089, yy- Poner у=. 3809. FR. 


39:0 $: 2 EUM эу 3871. а) T 3 b)0. 3872, 0. 
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ser. ЖУЗЕ ın 2 donde & es el coeficiente. do. proporcionalidad. 


3874. 0,5 In 2, donderk es el. coeficiente de proporcionalidad. 
-— 8 3 
3876. 4 VÎ. 3877. X. зата, SEL. 8879, 0. 


3880. nR- 3881. E 3882. natele p. 


8. еа > [ = єт] eti a Dos 

ЖЕ Ж. para ne 
3884. л JE V REE14-10 (R4 Y RFD). 

3885*, n?R?. Valorse de las coordenadas esféricas. D 


8 2aR* 
9886. ARA 3887. 3. 3888, кй 3889. {л 3890. 0. 


1 a 
oL. 3802. нен (ZE. ې‎ (. cms .چ‎ 


зам. 2 j f (2—0 dz dy+(y— 2) dy FEA 
A 
ane 


` deos. — 00. asos. 2 [жнг 


ahy ЖШ 12 
dz ду dz. 3898. 0. . aR. 
= yapaa 57 ا‎ 


А1 capítulo XIII 
3901. 4-Fy?- C (1-52). — 3902. 22+ t ln Cz. 
3903. у= Y С 32—322. 3904. y=Csenz—a. 3905. Cz— 


3900. = У-у VT =C. 3907. V 1— =arcsens+ C. 
3908. ee C(1—«78). — 3909. 10-10" C. 


3910. |e [= Cc. 391. tel (14 


” Уа) УБ 
3912. 1 Term. 
Я 2 Y ka ы h-—z)—2z V ha 


ъл 
1r 


= 
304. у=, Т, зәм. + == . 8015. cosz= УЗ сову. y 
y bcr 

2000, ye RE. аит. Net 2y=0. 


3918. Tractriz y=VI=2%+2 In 


E yi=2 
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z-a 
3919. Parábolas y2=Cz. 3920, yh— Cz. 3921. y—e © 
3922. (z— C+ y= a2. 3923. E) Lo 3924. ay, 


m km. 
3925. 2,7 2. 3927. 0,407 E 


- VE „р 
зв, н = Гуй Eie]. юэ 
2920". SÍ ¢ es el tiempo calculado а partir do la medianoche y expresado 

en horas, la ecuación diferencial ofrece la siguiente forma 

dS A „ E 160000 
3yT =k oos FET ш; de donde S: Г EDI 1 8 
12 


9—sen 


; 852m. 


La función S (t) está definida рага 6 << 18. 
3931. z--ctg = =C. 3932, 4y—B1—7=Ce"2x, 


3993, 2+ C= 2u += ln Jui] — Gn (4-2), donde u= Y TEES. 


3934. у—22== 023 (yz). 3935. arctg nC V DER 
3936. и-и. 3987. + y= Cy. 3938, y= += V 2 In | Cz 
б 


«E 
3939. 2=C242Cy. 3940, е* =Cy. 391. la|Cz|- —e *. 


3942. y xe! 7, 3083, (y= Cae FY, 
" 


— 


3944. с: (4). 3945. VHF =e . 
3946, уЗ yh— zh. 3947. у= —z. 3948. 1=5+2 y Sz. 


3049, Si Lu, ó ш|г|= Ty) ео )هه‎ (= 
г; 
z 


=y In | Cy |. 3952. x2 2Cy-4- C2. 


de revolución. Sea el plano Ozy 
La linea buscada perteneco а 
igualamos los tangentes de los 


(eem. 


А 
3956. j= une pat 3957. y (4-C) (1423). 
3958. ye Ce (oss + sena). 


3954. y Се2я 22—41. 3955. y 


ES 
m 


3959. Si m 52 —a, se tiene j= Ce-o*4- si me-—a, se tiene y= 


=(С+2) ет. 
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3060. y—2z— Cy. 300. cat PER. 
c E 
3962. ушу, $93. наана 


3064. y Ce DG D(z)—1. 3965. y= 


Жил" 
396. y EBE, зу, y еар) 


3908. ze —tartgi 3969, D) a+p=1. 3971. y Cz — 8 Im] z|—2. 
20729, y=C:+-É. La ecuación diferéncial del ojercicio es 

|ху—з%' ma. 
3973. z—Cy + +. La ecuación diforencial del ejercicio es 


dz 
| |=. 


D mam 
3074. vett (+ Ja 
k 2km 
3975. v e (uo -I-b) e7 9! -- b (a? — 1), donde X и> 
1 
3976. O— 05 e^t j w()eMd. 3977. 9,03 a. 


° 
Rt 


3978. IRE. [Le С +R sen ot—oL cos or]. 


arog Я 
3979. == Се т. 3080. y=. 


T+ ay Я 


3981. ›=© yz 3982. y Cz—4. 
3983. (1--22) (14-02) = Ca. 3984, (x-- y? 2z-- y) C. 
E 
3985. ze Y, 3986. sen = Cz. 
3987. son 2.41210. 3988. уб, ere. 
3989. y (y—23P=C(y—22. 3990. у= Ce" V —2 (1-4 son y). 
1 


3991. amy (14 Ce Y). 3092. ye Се ^ y sen z—1. 
-3993. y (Ce) (LH). 3994, yim ázy-- C. 


3905. ye C-e* e eit 


3999. i son at 
азе. 


С. Reducir а la ecuación lineal respecto 
senz 
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3997. arctg(epu)==+C. — 3999. arctg +n (+ = 402. 


amo. ym y TEE pce y C anie. 
шн. e pans 4002, um S e (+9. 


4004. gp ° nO, 4005. 22+ gam Cz, 


4006. (y — z)? (z + 2y) = 1. 4007. Parábolas y = z -4+ Cat, 
4008. B ps e. 4009. Catenaria. 4010. y = Cz. 
4011*. Haz de sectas y — yo = C (= — a). La ecuación diferencial оз 


ми а (к — Zo). 
4012. Circunfereneia cuyo centro se halla en ol punto (zo, yg: 24 3° = 


= 2 (27, л 
я ША Cualquier circunferencia cuyo centro so halle en cl eje Оу y que toque 
al eje Oz. 


4014. Si el trayecto es S у el tiempo г, se tione 5= 504 Сет "t — 


ES +e, donde Sg os el trayecto inicial, y A, у ka Son coeficiontes 
«de proporcionalidad. 


4016. 1) È vueltos por sogundo; 2) al cabo de 6 min 18 s. 4047. 0,00082 s. 
j^ بک‎ 
4018*. vm ( d ) 


3f 

جن 
"(i Va s. ).‏ 

La fuorza efectiva F es igual a ат. Para resolver el problema do este ejercicio 


y los dos siguientos es necesario toner en cuenta que la masa m es una magnitud 
Variablo qué depende del tiempo t. La velocidad v os la función buscada. 


4019. 0 E Mant [ (1— 37; 2) "ex. хубаво la indicación 


al ojorcicio 4018. 
H 

£ uS Pun I, dondo рео, km Ex 
D 


moms 
xy. dE. Убаво la indicación al ejercicio 4048. 


4020* 


2001". y = mid Tto (ege t jeje" Mt), donde ¢ es el tiempo, y es la 


cantidad del segundo producto. Si » es la cantidad del primer producto for- 
mado al cabo de t unidades del tiempo, se tiene т=н (то—2). De donde 


hallamos xe (0: La volocidad JÉ de la formación del segundo producto 
es proporcional а la magnitud z— 


4022. 2,97 kg de lasal. El máximo se obtieno para = ni min y es igual 
а 3,68 kg. N 
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4023: 1440104) 78. 4004". EET ac" donde к=з. 
ij алза gy 
Tiene importancia práctica el саго en que о es muy grando (e caso do una can- 
trífuga). En vez de calcular la integral en ol denominado: siendo dada û (no 
puede ser expresada en funciones elementales) calculan lim p (véase el ejor- 
re 
cicio 2439). La ecuación diferencial del problema presenta la forma 
Sdp = o sam, 
dondo dm es la masa dol elemento CD. Luego, ў = up (una do Ins formas do la 
ley de Boylo—Mariotte; el cooticiente de pro porcional lad viene designado por 


2k рага simplificar IN notación más abaj i = yS dz = 2kpS dz. Como те- 
estado obtenemos la ecuación con va ables separados. 


P =2ko%z dz. Electuando su integración, obtenemos р == Ce'***, Luogo, M = 
M 1 
=j апси. { «9252 ayı, de donde se halla C. Tonemos: 


è 
at M M 
pe, paro о kpmg he qr 
2kS j дез, E ро! 
Di 


y, definitivamente, 
pot 


ge " 
mm 
à 
4025. (z--y—1)— C(r—y-k3). 4026. nc B 
4027. y—2)--l|z- yl C. 02817 m0 3 C (y4-2). 
м 
‚шю. йе. * =0. 
4031. ul tg ln [Cz]. u ааа Cy. 4033. Cret uim 


ET 
Aud T oiu rid 4035. yt + 223 + 2 = C. 
A036. 22 + y? = С (y S2 SEPE 


m 
grec ee. б. ART 


4029. pc (+4) 05 


4040. пуп Се © nza. 4041. zt 2C — 9). 
4042, y (1+ln z--Cz) =1. 4043, y (z-- C) sto z. 


4044. y= (3101591 us). абзе کک‎ 108] Ce А 


РА 
ль 10) 
A06. je Се —©. 4047, ye HE. 
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4050. 24-2202 + y= С. 8051. z+arctg 


4052. zev — у2== C. 4053. тї == С. 4054. VEFR+L=C. 
4056. tg (20) — соз z— eos y C. 
4050. L УСС. 
y Xa. A 
4057, sen L—cos Ë ауе. 
1 
4058, a=. El factor integrante es p (z) mz. 


доо, sa Mec, Buscar el factor integrante cn forma de la función 
n. con 
j2) e% ax " meo. 
A060. (024-09) et C. 4061. 37-4 2-С. 


-@-1)\ Радак 
4062, (= sen y -+y cos у —sen у) exe С. 4064, y = y7ne y Я 


t 


4065, La expresión 2:2 debe ser la función de (z4-). 


X- 
4066. La ameita Ye dobe ser la función de zy. 


4067. аху ае Сах, A068. rafa е En 
4069, 224 22у — 08—42 -8y =C. 
4070. E In | y |3-31n| y—217— C. 


бй. Бута (C+). 4072. oie c. 
4073 Cp), АТА. Bety yt C. 
тз, y (ite i) Ceo. 4006, ари Nc. 


- z Ele 
4077. y?—1-- Сту -- 0. 4078. [m +10] z| C. 
4079. A 1-+22—4. 4080, y — sen z-- C cos z. 


FE 
Aa TFET МЕ ааа 

mal 
4083, ze “=C. 4084. zy cos Z=C. 4085, sen ym zi Ce. 
ME 


4087. In|Cr|=—* . 4088. 2-р? e C. 


[T2212 
C-rsena ° 


4086, y= 
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4089. y=z 1n | Cz]. 4090. y?—by —üzy C. j 
Ё 
4091. La circunforencia аи YR Gee) = 1) o la eireuni- 


ferencia 2-4 y? E art) C (e ty sik=—1 0 k-1i, es la recta 
азу С. 
4092. Газ espirales lagstitmicas - 
> акш}. " wn 


VIFF=Ce 
2. La ecuación diferen 


1 del ejercicio еу = (e-—yy). 


4095. El vector del campo en cada punto es perpondicular al radio polar 
del punto. Las curvas integrales es una familia de circunforencias concéntricas 
cuyo centro se halla en ol origen de coordenadas. La ecuación de la familia es 
A y = С. Las isóclinas son una familia de rectas que pasan por el origen do 
coordenadas. 


a 
4096. 0 163 3 = (E): ® rre 
4097. Las rectas y — Cz. El resultado puede ser presentado en forma del 
teorema goométrico siguiente: sí eruzamos una familia de parábolas que tienen 
un eje común y un vórtico común, por una recta quo pase por el vértice, las tan- 


gentes a diferentes purábolas en los puntos do su intersección con la recta, son 
Paralelas ontre si. 


4099. y = SIM. Y may br C. 


4103. Para Az = 0,05 y 22 0,31, 4104. Para Az = 0,05 y = 1,08. 
E 


4105. La solución exacta es y = e* = f (2); f (0, 9) = 1,2244, Là solu- 
ción aproximada es / (0, 9) = 1,1942. El error relativo os igual и 2,5%. 


4106, Para la solución exacta х = /3 {e — 3} = 1,727; dividiondo ol 
intervalo en 4 partes y efectuando la integración numérica obtenemos z 22 1,72, 


UNE] 


йш. pm irt te Hg t 


4108, —1,23. A109. gut part Ê а. 
2 on, 
At, yl А 


ми. yn 


T9 “ 


аш. goi is i s ш. 


2 23 
айз. y=0. 4116. ym 4 


4115. у= 


440 Respuestas al сар. XIV 


i A16. y=1 (2) mum Sec. 
0 


4117. y = Cz + 0% m Integral singulér се sd а= 
4118. y = Cz — 3С®; la integral singular es Фу +2/7=0. 


4149. ре Cz} la integral singular os 02—42. 


4120. z— Cz-- V 1-- C? ; la integral singular es 2+y2=4. 

4121. y=Cz-+senC; la: solución singular es y = z(x — arccosz) + 
+Vi=2. H 

4122, z=Cz—lnC; la solución singular es y= ln 2+1. 

4123. PR la solución singular es y=0. 

4124. у= CA: la intogral singular es y2—422=0. 


ИЕ, 2Сх = Сї ; la integral singular no existe. 
arte БИЛ аа ТАЧ зера singular. 


Td 
4127. y = Cz — é^; la solución singular es y = z (In z — 1). 


4128. у = Ст + C + C; lo solución singular es у  — Ф. (+ 


2 0, 
¡pérbola equilátera 2xy ө -+a?, donde a? es el área del triángulo; 
ial os cualquier recta de la familia y = + © 2 + aC. 
4436. (y —2— ad = Baz, 4137. Hie e hipérbolas. 


4198, z= amy +00 
EM 
-C 
Ves : 


4139. yim CE x29. 


Ee 
у=:сова (саа) 
4140+. de 
в=мпа (4—6— $ senta) 
En la ecuación diferencial obtenida, poner Liga, luego, expresar т 
= 


la ecuación deferencial usí obtenida, considerando y como función de a. 
4141. S = а, donde" es ciorta. constante definida: + 


mediante y y el parámotro æ, hallar dz, sustituir dz por x y resolver 


=1п| бе|. 4143. у= Ce 7. 


id Ed 
C P E EN 
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4146. Si el parámetro de las parábolas es igual a 2p y la recta es considerada. 
como el eje de ordenadas, las ecuaciones de las trayectorias son: 

2/28 

pety 3 


4147. Tractrices. Б 
4148. Marcando el ángulo œ en una de las dos posibles direcciones obtenemos 
la ecuación de la familia 
уЗ 


i Манин. 


4149. Marcando el ángulo æ en una de las dos posibles direcciones obtene- 
mos la ecuación de la familia 


6 E^] 
In 022-2 org A с. 
itc EVE na m 

4150*. Se puedo admitir, por ejemplo, que el viento pasa a lo largo del eje 
Oz. Las línons de In propagación del sonido por el plano Оху son trayectorias 
ortogonales de la familia do circunferencias (= — at)? -+ y* == (oy), donde t 
es el tiempo transcurrido después de salir Ja onda sonora de la fuente, y vy es la 
velocidad del sonido on el aire inm 

Para cualquier £ fijada Ja ecuación 


у= 


forencial do las trayoctorias buscadas 
y z Junto con la ecuación de la familia de circunferencias. 


Excluyondo ¢ obtenemos cierta ecuación de Lagrange. Su solución general es 
1 


f. 
i 
* 


— ($). 


z=C (eos 940) (ш 


donde jS q es el parámetro. 
4151. х= C sen t-- А (cost-+t sen t), y= —C cos t+R (sen t—1 0081). 
с а! 
4152. zem; Fa lt, y=Cth 7: 


A158. == а (cos 24-2 sen t) — соз ё (e). 


=a sen а оов) en t (S+ c.) 
4154. == Csoni-pltgi y=tg?i—C cost—2. 


4150, y= B sen z+ Cia Cs. 


4156. y= MERI (21) — n (8-2) Cie C. 


OC. 
аё. у= Сый- бз. 
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22 


4459. у= Cie Съ. 4160. yer +s. 
4161. y=(1+CH In123-C1] — Cie + Ca + 


EI 
4162. y— (Сас Ce % +С, A163. ГЕРЕРО 
4464. MATE 


4465. yo sheet G- ع د‎ )res 


4166. (z--C9)* 41 (y — C1). 
2 


4167. ym, a C). 5168. gum Cae + Се ® 


Н 
8 E 
4100. zou —20) Y yt HCC. 4170. mey. 


АА. ( + Ca)? — yt == Су. А172. у = C 

4473. y cost (2 + Су) = Су. 4474. (z+ Ca) u y = z + Су. 

4175. Si la constante arbitraria introducida por la primora integración, 
es positiva (+ CF), se tiene y» Cy tg (Сағ Co): si es negativa (— CE), so tiene 


MT) 
y=C1 A —0, eth (Cr + C3); 
sl C, 20, se tiono у= س‎ 
П se tieno y: Тє; 9 
4476, а Cube Ca ln |р c |- мї. Cae Cu 
4118, ZECE c аги (C In). С>. 
4179. In| Cw | 21g Qr C3). 


Intel. 


4180. y=lu s+, нут" ке si C,<0, 
E 


rV -—O 
same Herr акш-Йк+бь si Ci 02 
DU y 


4181*. Después de efectuar la sustitución y’ = p la ecuación se divido en 
dos una do las cuales pertenece al tipo de Clairaut, Su solución general os y = 
= C, + CU, y las soluciones singulares son 


4 


y= 


; La otra écuación es y” 


pm 


4182. у= Сце (s — Ci) Са, y las soluciones singulares aon yes +C. 
[o dd 
Ca 
1. € 
4185. y= 70896. 4186. yeu. 


A183. ¿=Cit4+Cg. 4184. 2 ln 
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es. 


ce =. 4188. Ларс 144 


y 


4189, у==л3--3х:-Ь1. 4190. ГЕТЕА 


487. 


sO: 


491. = 4192. ho 
4193. y—z—21n|y|. 494. yV E. 
4195. ye V TEE. 4196. у= — 1—4: 4197. tt, 


ds 
4498". у= т. Efectuar la sustitución у= uz. 4199. y=20 2. —1. 


4200*. La ecuación diferencial de la línea es deze à 


donde k es ol coeficiente de proporcionalidad. SI kei. so tiou y= 
= [ewta en CHOD ЧОНО, es wna catenario. Si k= —1, 
so tiene (r+ Ca) y? — С}; ов una circunferencia. Si k=2, se tieno (Ca) 


=4C (y — Cy); es una parábola. Si k=—2, se tiene de CN dy; osla 
T= 


ecuación diferencial de la cicloido. 
n 
4201. ® «C, sec (2+ а). A202. Са = tht, 


bear 
4203. Catenaria. 4204. vm V zii. 4205. Parábola. 


4200. s= [ AET va]. 


42(7*. Que el eje de abscisas esté dirigido verticalmente hacia abajo, el 
origen de coordenadas esté a la superficie del líquido, la ect ión del rayo, 
у= (2). Ala profundidad z tenemos m mim, dondo т os ol Índice 
de refracción a la profundidad z, « es el ángulo ауд entre la vertical y la tm 
gente al rayo do luz. Es evidente que tg a es igual a y”. Después de abrir los pa- 
réntesis en la ecuación m sen œ = (m -+ к>} (sen a cos dæ + cos a sen da) y 
suprimir las infinitesimales de orden superior a uno, obtenemos: mda = 


de _ бу ۴ , 
—dm tg а, de donde 77 = — zry rg - Blectuando la integración do esta 


ecuación hallamos y como función de m. Sustituyendo m por su expresión'me- 
diante z e integrando Ја, segunda vez, obtenemos la solución: 


(mg — m4) 2 m4h. 
S a. 

4208. у= z? In V ZFC Саға 
1/2 290176 


donde m= 
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4209. у= -$ son 2244224 Car+ Cs. 


4210. گر‎ +» (Ps es el polinomio de noveno grado respecto a = con 
coeficientes arbitrarios). 
a 
аи. yaC, A Car CCP (2405) m |241. 
4212. y = Cuz + Cy + Сы? + Сах Cs 
" 


423. y= t (£1—22)* + Cor Cs. 
4244. z= Cy + Cay + Cs. 
4245. Las soluciones Son susceptibles de ser presentadas do tros maneras: 
y = C, son (Caz + Ca) 6 у = Ci sh (Caz + Co) 6 y = Су ch (Caz + Су. 
4216. (24-02-00 C=C 
ue Qux ax 
A247. y C. 16 52 E )+% 
4219. 2) mike AL + کی‎ 


42 - —4)5 
420. در‎ egi аси 30 m ү... 


а G1)? ر‎ (ш—19 _ e 402—0) 
e малаш жарк A A аш 


A ہو و‎ ++ А, 


рага z= —0,5, resulta una serio numérica alternante y el valor de los pri- 
meros términos suprimidos es menor que 0,001. 


2,8 _4 d$ 148 n 
0023. A pA p pbi de quinto orden, 


4224. geri ay rim qug 4460-0: 0,348; 0,06951. 


4225*. La ecuación diforoncial del problema es к=: ®+%-х 


x , donde'Q es la cantidad de olectricidad que pasó por ol circuito 


iempo desde el comienzo del experimento hasta ol mo- 
Monto t. Después do expresar Q medianto V (Y es la cantidad disponible dol agua 
Qn al baño on el momento f) у de determinar los coeficiontos partiendo de 
Tos datos del problema, llegamos a la ecuación V” + aVV" + b = 0, donde 
а= dp 0005,5 = ЕЗ = 0,00935. Dadas las siguientes condiciones Y, = 
= 1000 cm, Vj = —kla = —0,00187 cm ls, efectuamos la integración do la 
ecuación y 'oblonomos "la serio Y «= 1000 — 0,00187t — 10-* (2,9113 

— 3,6414 -$ 3,8415 — 3,0418 + 2,178 — .. .]. que es alternante y cuyos со 
cenas decrecon tendiendo а cero, lo cual es muy cómodo para efectuar los сі 
cul 


por el espacio di 


los. 
4226*. La ecuación diferencial del ejercicio presenta la forma 


мое. 


го |0 
к EE 
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Tomando como función buscada Ja cantidad y de cloruro de hidrógeno no des- 
compuesta рага el momento +, reducimos la ecuación а la forma yy” + ау + 
+ by = 0, donde a= И = 50, b= ÉE = 0;0191. Dadas las condiciones 
iniciales yo = Mo = 10; ур = —kÍ, = —0,00981, efectuamos la integración 
do esta ecuación y obtenemos la serie E 
y = 10 — 0,00381: + 40-108 (1,21 — 1,520 + . . .). 
4227. zy" — bzy’ + 12у = 0. 
4228. zy" — (2z + 1) y + (+ y= 0: 
4229. (5 — 822 + Ba) у” — (a — 3a + B) y! — 8 (4 a) V H 
+30 — a)y = 0, 
4230. y = 342 — 22% . 
зеп? = 
423. o) 252 56 const; b) yt sen 2r— 2y" cos2r=0. 
4232*. 3) De acuerdo con la fórmula de Ostrogradski 
Y va - frons 
и |с 
o, abriendo el determinante de Wronski (wronskiano): ni ünece Ves 
Después de dividir Jos dos miembros de la ecuación por yf, obtenomos 
à 


Y € rovs р 
= (2) =й“ ‚ de donde se halla la relación buscada. 


4293. у= Сата |l ee 


4284, уа C, SE + و‎ SUL, 4235, yt en, 


4236*. Las funciones P y О deben estar unidas]por la relación 0' -- 2P -Q= 
= 0. Poner y = 4 


— en la fórmula del ejercicio 4232 (que se deduce de la fór- 


mula de Óstrogra ki), derivar dos veces la relación así obtenida, y poner yá, 
yî en la ecuación dada. 


4237*. y = C, (422 — 32) + С, 1° (44% — 1). De acuerdo con la 
осада ponemos yy = Aa -F РАД Gz + D. Poniendo yy en la ecuación 


dada obtenemos B = 0, D = 0, А/С = 3' 6 A = 4k, C = —3k. De ahí, la 


solución particular es yy = k (44# — 32). En conformidad con la propiedad de la 
ecuación lineal se puede admitir que k = 1, entonces se tione y, = 4z? — 92. 
Sabiendo una solución particular y aplicando el procedimiento ordinario, halla- 
mos la segunda solución y formamos la solución general. 


4298. yC, sen x GS [17m em |te (x2) |]. 
4239. ym Cz + Cx fs. 4240. у= Сах Ca (2—1). 


4241. y = Суз + Са + Сы. 4242. у == a + z (C. + Cala) т|). 
4243. y = Ce + Cor — 2? — 1. 4244. у = Суз? + С. (2 + 1) — 2. 


4045. y=24 3e (A2 aretg=) +22. 
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4246. وکر‎ t caai; 


2:4 2:5 .. 227 62z 
SUS mr NOE IMS Гы 
BENE (2n — 1) гї 
ا‎ +[ Эу ] 


ai 
eme [Aen] 
5 
жо (HAM). 
4250. ye C, (++ Jta (E). 
4251. у= Сүех--СуєФ®. 4252. у= Cae Cant, 
4053. у= Сце Са. 4254. у= Ce EE Ух cuu e VE 


4205, pert Cy З“. 4256, yen C cos z-- C, sen z. 
4257. y — «793 (Сү cos 224 C, sen 22). 
4258, ymer (Cicos фс. g). 
4259. y es e* (Cy + Сэл). 4260. z= (C14 Cat) e,t, 
n 
A201. y=(CiHCgaje T% 4202. уеде ei 


4203. у= 32x son br. 4204. узе E (242). 
4265. ут) s] er. 4206, ym cos 3e— son z, 


4267. Si k 2-0, so tieno y p nV Elezo] Huecos x 
ХТУ Si k<0, se tiene 1= e ln VF +a) eV Fri 4. 
1 
+ V Ria) «7 V 6-29), donde = А 
4208. y Cy" Cit be 4209. и Сиона Costas rio. 
4270. иен Сц NDER TOOSE, 
4271. ye“ (Сү cos 2в-- Cy son 22) — cos 25 — 2 son a. 
an. gm (C C а ei HL 


4273. y е2 (C, соз к-С sen z)--z--1. 
4274. y em Caes -- Cge75* —0,2. 


4275. y= Сиех Сах +5, donde F es igual a 4) ies 
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2) Sres; 3) costo e 4) یبد‎ re ei 


5 Pe [cos ptei]; o pehi eese 
8) E 2+4 (9-+3 cos 22—sen 22); 9) реа 


"re 


А 
4276, pm Cue Ce ЗАЎ, dondo T ез igual а: 1) pei prt рл 
2) Less 8) Bsen 2 cobi 4) y a qug зен 2—0 e 
5) cos 2,5z sen 2,57 —0, 02.267,57; 

185 


$) (79-3) cos z— (24—47) nsi 


5 
3 (4 - 

7) e7* (102 -1-48) son z— (2024-1) eos z]; 8) 5l PS T 
4277. y=**%(C,+Cs2)+7, dondo y es igual a: 14; 2) $e 
3 Bates 4 ies LC 

4 (5 П E 
5 ss (mies) E (З sen z-I-4 cos 2); 
6) jj © sên a--4 cos 2) + giy (6 sen S — 12 сова}; 
7) kar +3 ás eos; В) t (stt ече); 

H з 1 t 

9$ lego) +3 mere 0) xfer з. 
4278. y=C,cosx-+ Ca sen z-I- y, donde 7 es igual a: 1) 2:3—13:--2; 
2) cos 32; 3) asena; terme, 5 { (ess cos 3) du 
6) 9+4 cos 22 —0,2 coe 4s; 7) 0,5еһ x; 8) 0,5+0,1 ch 22. 


з 
4279. yo? (eie nem $2) +i. donde y es igual 


DEN. NE ЭЛ 
E t5 

А 
P Е 30 07 908 5 E 
a چ‎ etg چ(‎ ae) 09-yee6. 


з 
CN M. Пе Рр " 
5) = se coL 38) 0 544,3, 
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z 


4280. y 2- C, ets s C, sen z+ cosa In| tg 


4281, уе (C,4- Cor — ln V 223-1 arctg 2). 
4282. 1) ye (z+ C) — (6-1 In (54) FCs: 


2) um} еа ее Y I- 8C) 4-3 VU 
3) y Cie — cos ех Cs. 


s fg 
4283. y= haje 3 42e T. 

4284. т = ex (0,16 cos 3z + 0,28 sen 32) + 2% + 2,2: + 0,84, 
Ans у= ee at, 206, у Ael 


4287. ya son 2r son z—cosz. 


Efectuar dos veces la derivación de las expresiones indicad: 
en la detación Íntroducir y, V e y”. En los tres casos se obtiene una identidad. 


4289. y = 2? (С, + Cox). 
4290. ye S Cu eos n |z |-H-Cs sen In | z |. 


4291. y = z [C, + С, Ìn | z} + 10121). 
4292. y = z In |z) + Cz + Су? + 2. 


4293. Si > oP, зе tiene y= Cy cos kt- Cg son ktm Er cos w+ 
+. dondo kapina? Si Сай, se tiem y= Cet} aM 


— g~ но LE donde ¡mot аз. о eet. 
4295. e = е9 [10 cos (0,2450 + 8,46 sen (0,2450) s lems = 7,07 em. 


4296. y Ein PEYVIGF-Ü 


Р—] 
4297. ы Ae cos (156,61) + 0,00313 sen (156,67)]. 
4208. к = 33 AE 39 E а, ¢ س‎ 0,38 s; la altura de la parto 


ишейик del mik dccem es х= 5 [3 + соз [8,161)]. Formando la 
ecuación ра g = 1000 cem. 


4299*. r = 2 (eot + emot). Todo ocurre de tal modo como si el tubo fuese 


inmóvil, pero d el globo actúa la fuerza igual а те?» (r és la distancia que 
media entre el eje de rovolución y el globo). 


4900. Si #> mot, so tiene к= Ss н (1 Ee) ]: 


Si дета, ве tiene ray (že): 


Si k< mut, se Чеш r= fy [ mof en (e Ие). 
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4301. y = C; cos 3z + C, son 3z + Cs. 

4302. y == Сах + Cae + Сук + Caen. 

4308. y = (C, + Cor) ех + (Cs + Cuz) et. 

4304. y == Cet + Се-%* Cy сов 22 + C, son 22 

4305. y = Cye7* + Cae + Сук, 

4306. у = Ce + Caze* + Суйек, 

4807. y = Сү + Caz + Сзе-* + Cane. 

4308. y = Cu e Cae + Ca H Cat b 4 az Са. 


M Н 
4309. ye (сс Got Casen 725) +e (soos +e, 3). 
4310. y (Cı + Ca Cyr?) cos (CF Csr- Сыйузев Z + Coa С. 


АЗИ. y = e (С, + Caz t Сы? + ... + Cyan). 
4912. y == 1 + cos 2. E 

4918. y = ех + cos z — 2. 

4314. y = (С, + Caz) е + Cr — = — 4. 

4815. y = (С; + Сут) et + Cae -Ь (2° -+ 2 — 1) e. 
4316. y = (C1 + Cre) cos 2 + (Cs + Сул) sen 22 + «cos 2. 


аит. y (C+ Су) cos az- (Cod Сы) sen az E , 


4318. иа pe Cute Cret Cat C cos s Cs son. 


4919. у= Cue Cat -+ Cy sen a+ Су cos a 
4320. у = (Ci + Caz - 2°) ex + (Cs + Сул + а) е-® + sen т + сов z. 
А321. y m 4 — Bers ез. 
4302. y = e a. 
4323. y = = (Cy + Ca ln | z| + Cant] z |). 
ж = e" (C, cos £ + C, son t), 

4824. 1. 4 | B ¿at [(C, 4 су) cont + (C, — С) sen dd. 
am Ce Сум, z= et (C, cos St-- Ca sen 31), 

gm — Cael +3Cg05t,. AR { gi e! (C, son 81— С, cos 310). 
z= Си d Cg, z= C, BC, 

4324.5. { 


РРА 


4324.4. 4 у= C et — 8Cset, ge —2Се®%-- сез, 


| к= ССС. а= C, e Ca 2C". 
zm Cae Со Cost, 
4924.6. [mem 
sm — С, — 20 ye FIC, 
z= Cat 4k (Cs cos L2 - Cs een t), 
{ y =e% [(C2+Cy) cos t+ (Сз — C4) sen t]. 


2= Сце 1 (204 C3) cos t4 (Ca 3-203) son 1]. 


43247. 
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am Сце Coe7t 4- Ch t, 
Y= Cet Cet 4 Sh teh t 


SE i 
4326. 


yet Cant Cut E dtir $e 


a=; 
4321. ¡Pue РА 
- E 
O A 
1 — 
i zy 
- YU 31 ут] 
В Уб+г Je ro + 
Y 
Les 2 yt Cy, 
4529. { AME зз. (2 а гена 
ааа: e: 
س‎ а Cet Cunt 
ам. { PT Са, 4882: (оонада 
à к= Cyl FCae 4- Cy ens t C, sen t, 
en. ( ym Cyel Ct! — Cy cos (— C, sont. 
idee dde 
азм. 
Ve 01—012) 00—10) 5 A 


=e, 
аа [ore 


2-0. 


. Dadas las condicio- 


4340. Las líneas son € p 
nos iniciales se obtionen las hípérbolas 


ge C. +С. 
з= РГ 


3—22 
пт: 


zr ES 


34r? 
E X 
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#—у+:=0; 
АЗЫ. у= ett, 4342. Línea plana ТЕ 
e + 


Р | [eee (1—6), 
i pools eti 


y ch 244 cos tis — 


Aquí z es el trayecto dol globo más pesado, o y, del пі más ligero, 
“м. 
4345, а= (Е E e). donde 


any mtm р pas 


ze deb 20— cos 1404-20 A. 
4344. 


al 
“к=. 


4340*. Si T os la cantidad del venono, se tiene A oN—oNr, La 
ax. 
meN у =0 еп ol momento on quo YA. 
E 
EU ERN 
ABAT. hi ER e n нае 


51 "d 
E ERA AS 
M SE EE (нун ^ 5:82 


4348. 1) Ө—@,--0,002 (82 — too: en 53% 


2) 6— 6, -0,002 (8203) — us 0? * (20012 — sen 2001); en 76°, 
4949. 1) 44,5%, 2) 46,29. 


4,00 | 4,05 „ө [ыз | 4,20 |4,25 


d tan oom [o oso эм [о ‚973 


z 1,30 | 1,35 | 140 | 1,45 E 


v | 0,959. | 0,942 | 0,923 | 0,901 | 0,876 


30-0176 
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4351. y |x= = 3,43656... > 


l error relativo es del orden 0,1%. 
„46128; lo mismo de la лс АРА Simpson para 2n = 10, Todas 
las cifras son exactas. 
45 ‚ 5:5 
4858, PE E TO а EE мор ya (0,8) = 1,548; 


teitt на заа Газе зе 100,3) = 1,545. El error 


ii Ја 


0,2%. 
uc SS di 001624. Eye pen se obtiene de la manera más rápid: 
función buscada so busca directamente en forma de una serio de poténci 
4356*, 1, n Véase de indicación al ejercicio anterior. 


з. ya eee, an e 0,2207. 


Al capítulo XV 


4358, азгк„ A олды Cj en het 
+С cos Qk— 4) 2 ... + (CDF cos 22}; 
sentit, = КЫЙЧ [oon (2444) #—С Son Qe 34 
HC a воп (208—3) 2— ... + (— 1) Cy, snas 
ce 
; Cl, cos Qa — 4) ғ +... FC cos 24l; 
солн z= чеке etos 2®—1) z+ 
EC, cos (080—3) 24... С, 008 2]. 


4360. cos nzn —cos'iz — Ch cos "Az sentz + Cá cos ^A zsent x=... Como 
los exponente som z sólo-son.nómeros {рагез, cos x сез scoptiblo de ser 
expresado га nte ME сов ш. 7 


A303. 1). D з г Manda 22, 4,.3, i.n 


NX. АЕ DUET рва п impar, y v= 


"Réspuestas асар: XV 49 


=1,2,. 


4365*. 


4371. 


4972. — 


4378. 


4379. 


SE (hys 


++ m рага n par, y es (2—4) donde v—1, 2, ..., nH. 


+ 


Fijarso en que | O, (p) dp 0. 4300. Si 
i 


a) уне... = 0 y ааз وه‎ 
» temm s -90yb-b-b5-.. 


4 2n ыа 
зерде, =з. у=. 


LE 


22 Y а ہہ پوس‎ TN 
боз 


2 
M 
т. 


9 A44 У و‎ р 


“з 
ánh cos. son 
2 ti às 3 ==; 
n= net 


sd, em з=. 
E 2 cov» (E Ael 090) sen ne. 
3 a) sm na. 
A 
Sen a. 


веле Bet CEP 


“ D geras] 


104 
"wn ANC E 


+ E жерь * à (92 - VoM 1+ 


30* 


4381. 


4390. 


4391. 
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+de) 


2 (—1jWin sen 


пле 
П 
р 
= 


nnz 
T 


t — == = 


nt 


e 1 
Я 
[pas Jos 
=“ 


i 
ha [ cosz cos de 
| AL apt 

sen az= 


E 


acosz асоз2х 
TI 3-40 


29822 
mar 


“ў- 


3 sen dr 
trr 


cos2z , cosár 


насиат 


snz | 3sonáz 


А ————- 
| шуй: жс =: ал 
соат = 


T T 


cos EZ — nn sen E ] 


рай. 


m 


у ушы, T ]es pom: 


] (а ез impar). 


AE... «] (a es par); 


4 ETA Asonár , 6 зер 6z h 
Brill rm ur °° m impar): 
2shan $ 
— де ET sen nz. 
4-4» 
за 3 jew E 2 $ A 
> 


1-+++ 3 5] cos 
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nx 
нас 1 


r3 


(os son 202 — sem Rena) = 


43028, (+ E > 
ni 


m ,3V3/sn%r snár , sengr зер 102, 
re )— 
9 соз 2= cosáx , с05 82 cos 10z 
A AA) 
Valersé dol resultado del ejercicio 4368. 


43935. 1) 19h ( suni y жш мн, ЛЕ ) " 


cos2nze« 


E iode 


2 
E (a—a) 2 (senta-cos2r , sent2a-cosár 
EA M 


Tm pun 
Valerse del resultado del ejercicio 4371. 


8 X mennir, m 
зм. TA ea E 


8 $ cos nz 1 
4395. 1648 i-r © gg 


аюв. جت‎ у ӨГ (véase el ejercicio 4374). 
n=l 
4397. t 2 Ct e (véase el ejercicio 4374). 
= 
mi 


(n— sh 
E NECI 3 "яу en. 
Derivar la serie y valerse de la solución en ol ejercicio 4874 y también do quo 


(véase el ejercicio 4376). 


valerse de la serie = J) tone (véase el ejercicio 4980 para 


ка 
=) yde que У) дз ч, (véose el ejercicio 4394). 
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4400. fı (z) = 27,8 + 6,5 cos z — 0,1 sen z — 3,2 cos 2z + 0,1 son 2z; 
fa (2) 7 0,24 + 0,55 соз а + 0,25 son z — 0,08 cos 22 — 0,13 son 2a; 
fa (2) = 0,12 + 1,32 cosz + 0,28 sen z — 0,07 cos 2z + 0,46 sen 22 


Al capítulo XVI 
4401. Son las”rectas paralelas al vector A(a, b, c): 
x 


2 = 1 


m Son las аравакаш cuyo centro se encuentra еп el origen de соог- 
donadas 24 у= 


4403. Son las м cuyo paso és igual a 22? situadas en los cilindros cuyos 


ejes coinciden con el eje z: т = R cos (ot + а), у= R sen (at + a), а= 
R, 2 y 3, son.constantes arbitrarias. 

circuntorencias formadas por la intorsección de las esfera 
2 el origen de coonienadas, у de los planos, pare jelos 
at + у + = RP, y — 2 + C = 0, donde R y C 


cuyo centro se hi 
plano bisector y — 
son ampas arbitra: 
2) Son las circunferencias formadas por la intersección de las esferas cuyo 
contro se halla en el origen de coordenadas, y de los planos que cortan en los 
ES verrai Segmentos que son igunlós por su valo y por su signo: =* + 
dc В, z+ y 
3) Son las linoas do intersección do las esferas 22 + y! + s? = Ry de los 
paraboloides | rebels zy = Ст. 
3, rot A = 0. 
p EM A 


0, rot 4 2 + к 
AI. dv ЫНА е А EE 


CE] s(y* — 23) №. 
1408: div 4 = S nia = 0. "009. Viv A б, rot A ii dá 
4410. div A = Š, donde А es el coeficiente do ана; r os la 


distancia que media entre el punto de aplicación de la fuerza hasta el origon do 
coordenadas, rot A = 0, 

4411, div 0, rot A = 0. 4412. div А = 0, rot A = 0. En los puntos 
del ojo Os ol campo no está definido. 


4413, div 4 = 


, donde A es el coeficionte de proporcio- 


nalidad. En los puntos del plano Огу el campo no esté defi 


4614, За. Ane div d (ab), div т (ra) = 4 (rà): 
4417, 0. 4418, 1) 0, 2) 0, 


д s sl el campo es espacial, div 4 ant 
J, sl el tempo es plato. o 
442, prot A--(grod ex A). 


4423. ,2a. 4424. 20°, ¡donde a? es ol vector ánico paralelo al.ejo:do rovolu= 
ción. 4430. u = Ar + C. 


Айз. u= echan 


Bespuestas-al cap. XVI 403, 


4432. No. 4433.: No. 4634. me bees 


E арры: 
4435. No. 4487. 7, чу, pic M5. (hb la “FP 


4439*. 4k (Y 2—1). 4440. 
4441. 26а ln (1+ V2). 
&focosh, ві h «c1, Ark, si kat: 


Er 
ута yE, slut 


subs .- 


aabt Y aps 
== 


ET 


Dividir el cilindeo оп des partes Sgualésipor la sección paralela a la base, у 
calcular el potencial de la superficie lateral del cilindro como suma de los po- 


tenciales de las superficies laterales de las dos mitades aplicando el resultado 
del punto 4. 


4444. Зада. 


AMA. 4) knê E Y RECRH.Hxj Rm HATE Ej 1 


2 Er VERE i an o НУР em, Jim La 


indicación a] ejercicio 4443. 
4446. nk5H (L— Н), donde 1 es la ветар del cono. 


sn. ndi [Ge e) (x) Bi] me 


em Lows [(1 —( Gyr —2] юае<ң 
E ( V2—3) para a=R. 


Age, а= 8816. (нз— з) — E. (у es la masa del cuerpo) para a> R; 
u=2krê (R*—r*) para a<r; 
HL و‎ a. 
uo SED (ar) лд qa a) 


parar <a < A. Trazar la esfera concéatrica do radio а у aplicar Jos resultados 
le los dos primeros casos. 


auo, EM [oe 


u= 


2)]. donde M es la masa del globo. 


* En las respuestas a los ejercicios 4439—4449 № es la constante gravi- 
tacional. 


404 Respuestas al cap. XVI 


4450. El flujo y la circulación son iguales a 0. 

4451, El flujo es igual a 2aS, donde 5 es el área del dominio limitado por 
el contorno Z. La circulación es igual a 0. 

4452. El flujo y la circulación son iguales a 0. 


4453. El flujo es igual a i ане, la circulación es igual a Элде, 


4454, En el caso en que el origen do coordenadas ве halla dentro del con- 
torno, el flujo es igual a 2x, en caso contrario el flujo es igual a 0. En ambos ca- 
sos la circulación 6s igual a 0. 

4455. La circulación es igual а 2x, si el origen de coordenadas se halla 
dentro del contorno, o igual a 0 fuera del contorno. En ambos casos el flujo o8 

ual a 
i 4456. 2. 4458. 2nR*H. 4459. хА?Н. 4460. 4л. Calcular cl flujo a través 
de la base del cono y valerse del resultado del ejercicio 4457. 

ГТА =. 44629. "p. Valers de la fórmula de Ostrogradski y cal- 

cular ol flujo. a través do la base de la pirímide. 


4463. 272. 4464. 2x0R?. 4465. —л. Aplicar cl teorema de Stokes toman- 
do la línoa de intersección del paraboloide con el plano Оту como el contorno La 
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Suplemento 
Tablas de ciertas funciones 


elementales 
1. Funciones trigonométricas 


ЫЕ 


2 
i 
2: 
H 
El 
25 
2 
28 
29 

0.576 
30 , 0,598 
31 515| 604 0,516 
se | ИЕ 017 
33 | | io 9:358 
5 | Be | em 0:238 
FEDES фит 
КИЧЕ ШҮН 
$ | | m 0:000 
5 б ds а x 
A : poz. еф 

я А 
i "iy фе 
43 Asote 
da | о 5] ses AAA 
4$ DEDA! PARE 
сова | сша dg ol = 

т 
radianes 19,98 10,070 10,087 10, 10510, 127 10, ҮЙ, 157 


1 rodión = 579177457 


466 Supleménto 


2, Funciones hiperbólicas 


= 
0 o 1 mi “4,022 
[x 0,100 1,005 2,2 4,457 
0,2 0,201. 1,002 28 4,937 
| o3 | 0,05 1,045 24 5,406 
0,4 0,411 4,081 2,5 6,050. 
0,5 0,521, 4,128 2,6 , 6,895 
0,6 0,637 4,185. 3 7,406. 
0,7 0,759 1,255 28; 492 
0,8 0,898. 4,337 29 | 9,060 
0,9 1,027 4,453 30 1 |' 10,02, 
1,0 î 1,475, 1,543 94. 11,08 
1,1 1,336 1,060 3,2 1 | 425 
2 1,509, 4,811 3,3 || 18,54 ч 
1,3 (| ' 4,698 1,971 3,4 14,97 
1,4 1,904. 2,451 3,5 40,54 
15 [2,129 2,852 3,0 18,29 
| t6 | 2,376 2,578 3,7 20,21 
1,7 2,646 2,828. 3,8 22, 
1,8 | 292 3,407 3,9 24,69 j 
19 3,208 |, 8,418 4,0 27,29 Н 
2,0 3,627. 3,762 i 
Para > бе made considóra què sh = ey ch кле con exactitud hasia 01. 
| E E 
| hre Do de SEE 


Amper mortem | 
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3. Magnitudes inversas, raíces cuadradas y VEA ME 


- logaritmos, función ezponencial 


pomum 


pru 


SEES SSNS SES ml alot 


OD O PIE E 


858 


2d 


5 


TTE 


m 


EL 


d 


E 
HERES 


^ E 
LAIIIIXIELLELELEXIITT 


* 


E 


TUE US555 ВЕКЕ 
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Continuación 
vs |v Veja dex | ma] oe = 
to] 93| 69] ез| saje] sej 42 | 4.8 | 
21 [7,00 | 20] «6| 88| ез | 559] 134 {49 
2,24 | 7,07 | 1,71 | 3,68 | 7,94 | 699 |1,609 148 5,0 | 
20 14 12 т 99 | 708 629 164 5,1 
28| 2| 73] 7з јв,0 710 | 69| 181 |5,2 
| 28] 14] 76| 09| 72 | 068] 200 [5з 
32| 35} 75). 18] 14) 232 | 686] 22 |54 
2,85 | 7,42 | 1,77 ] 3,80 | 8.19 | 740 1,705 245 5,5 
a| 4| 78| 83] 24| 748 | 723] 270 |56} 
so] s5| 79] 85| 29| 756 | 740] 299 | 5.7 
41] 62| w| 87] 34| тз | 758] 390 | 58 
43| esf и] so| зә} т: 775| 365 | 5,0 
2,45 | 7,75 | 1,82 | 3,01 | 8,43 | 778 1,702] 403 | бо 
| s| аз] | 48 | 785 | 808] 446 |64 
49| 87| ва] æj 53] 792 | в25] 493 [02 
мүм] ss| 08] sr 709 | зи) 55 |ва 
59 [в,00] 86 [4,001 e2| вов | 856] 002 | 64 
2,55 | 8,06 | 1,87 | 4,02 | 8,66 | віз 1,872] 665 | 6,5 
57| 42| 88| 04] mj 800] 887) 785 | 66 
59| 49| 89] o| 75| 85 | 902] 82 |6,7 
61] 5| 80] o| 7| вэз | 917] s% | 66 
dal и} 90| 10] вау s39 | 932) 92 |69 
2,65 | 8,37 | 1,91 | 4,12 | 8,88 | 845 [1,0946 | 1097 | 7,0 
eej 43| 92] 44| 02] ви | 960] 122 | 7, 
68 49 9з 16 96 | 857 974 1339 72 
70| 54| 94| 18| 9,00 | воз | ose | 1480 | 7,3 
| 6} 95) 20| 05] 89 p.oM | 16% } 7,4 
2,74| 8,66 | 1,96 | 4,22 | 9,09 | 875 j2,015 | 1808- | 7,5 
6| f 97| 24] 43] 881 | 028] 1008 | 7,6: f 
17| | e| 25) 17| в | ом] 2208 | 7,7 |. 
*o| sj æf 27] 21] 892] 054] 244 | твр 
81] so]: 00] 29) 24] вов | 067] 2697 
83 | 8,94 | 2,00 f 4,31 | 9,28] 903 [2,079 | 2981 | 8,0 
8519,00] off 33| 32} зов | 092) 3294 | ви 
86| 06] 02ү] saj 36 | 914 | 104] set. | 52 
` esf f 021 æf 40/0190] 106 | 402% | 8. 
soj 47| 03} 38] 444 oil 128] 4447 18, 
92 | 9,22 12,04 | 4,40 | 9,47 | 929 [2,140 | 4915 | 8, 
sef y | 05) ar sey sos | ie] ыз |в 
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Continuación 
iiiv r| Vs = | u» j me| *” | « 
вт | na| o} эз} œf 4| 55| ош | 1es| 0008 | 8,7 
j 8,8 114 97 38 06 45 58 | 944 175 6634 8,8 
8,9 112 98 43 07 46 62 | 949 186 1332 8,9 
9,0 [0,111 | 3,00 | 9,49.| 2,08 | 4,481°9,65 | 954 12,197 8103 9,0 
9,1 110 02 54 09 50 69 | 959 208 | 8955 9,4 
9,2 109 03 59) 10 51 734 904 | 219 9897 9,2 
9,8 108 05 64 10 53 76 | 908 | 230 | 10938 9,3 
9,4 106 07 69 “ 55 80 | 973 | 241 | 12088 9,4 
9,5 [0,103 | 3,08 | 9,75 | 2,12 | 4,56 | 9,83 | 978 (2,251 | 13360 9,5 
9,6 104 10 80 13 58 86 | 982 | 262 | 14765 9,6 
9,7 103 и 85 13 59 90 | 987 272] 16318 9,7 
9,8 | 102] 13| Ф| 14| ot] 93| oor | 292] 190% | 9,8 
99 | t| 15] 95| 15| ea 97| оо | 293] 19% | 9,9 
10,0 [ооо | 3,48 [10,00 | 2,15 | 4,64 [10,00 | ою [2,803 | 22026 |10,0 


La columna lg contiene mantisas de los logaritmos decimales, 
Para hallar logaritmos naturales de los números mayores quo 10 y menores 
{ que 1, so recurre a la fórmula 
In (2:108) = ln x +k În 10. 


Notemos que 
ln 102,308; ш 10%=4,605: 
lgz=0,4%43 laz; ln z= 2,308 lg. 
| Fórmulas para extracción aproximada do las raíces: 
2 Vit ue para | z| <. 

Man b in b? 
2 V ebbe (14 re tae) мт 
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MALTSEV А. 


Fundamentos de álgebra lineal 


Los resultados obtenidos por el eminente matemático soviético 
Anatol Ivánovich Máltsev han influido grandemente en el desarrollo 
del álgebra moderna. El profesor Máltsev además de gran científico, 
fue un destacado pedagogo” y formó un grupo considerable de cien- 
tíficos soviéticos. Durante los años,que trabajó en los centros de 
enseñanza superior preparó y dictó un gran número de cursos en 
diferentes ramas del álgebra. El libro que ofrecemos al lector es el 
resultado de la gran labor realizada por A. 1, Máltsev durante la 
preparación: de los cursos de álgebra lineal. - 
Su primera edición en ruso tuvo. una amplia acogida y se agotó rápi- 
damente. En los últimos años de su vida, el autor se propuso una 
modificación sustancial del libro, pero no pudo realizar sus planes 
y sólo alcanzó a escribir tres capítulos. Los manuscritos correspon- 
dientes fueron preparador para la publicación por un grupo de alum- 
nos de A. І. Máltsev e incluidos en la segunda edición (capítulo 1,2 
y 8) en ruso. Los demás capítulos reproducen casi íntegramente el 
texto de la edición anterior. 
Entre los libros de álgebra lineal existentes, el de A. I. Máltsev se 
destaca por su originalidad, la plenitud y claridad de la exposición 
y porque resalta constantemente la conexión que existe entre los 
objetos que estudia el álgebra lineal (matrices, especios y formas 
algebráicas). En el último capítulo se exponen los elementos de la 
teoría de espacios afines multidimensionales, que ha pasado a ocu- 
par uno de los lugares centralés en una rama tan importante de las 
matemáticas aplicadas cómo es la teoría de operaciones. El libro 
es un manual para los estudiantes de especialidades matématicas 
de las universidades. Además resultará útil para los ingenieros y 
economistas que trabajan en diferentes ramas de la matemática 
aplicada y que deseen profundizar sus conocimientos del álgebra 
lineal. 
La obra se reedita a solicitud de los lectores extranjeros. 


En el afio 1977 salen a la luz los siguientes libros 
de la serie "Lecciones populares de matemáticas 


BARSOV A. 
Qué es programación lineal 
BESKIN N. 
Representación de figuras espaciales 
BOLTIANSKI V. 
La envolvente 
MARKUSHEVICH A 
Curvas maravillosas 
Númoros complejos y representaciones conformes 
Funciones maravillosas 


NATANSON 1. 
Problemas elementales de máximo y mínimo 
Suma de cantidades infinitamente pequefias 


TRAJTENBROT B. 
Los algoritmos y la solución automática de problemas 
ROSENFELD B., SERGEEVA N. 
Proyección estereográfica 


VENTSEL E. 
Elementos de la teoría de los juegos 


YAGLOM 1. 
Algebra extraordinaria 


